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Funciones analiticas

En este capitulo se introducen las ideas b4sicas acerca de los niimeros comple-
jos y de las funciones analiticas. La organizacién del texto es andloga a la de un li-
bro de cdlculo clemental que empieza con la recta real R y una funcién f(x) de una
variable real x y entonces estudia la diferenciacién de f. De manera similar, en el
andlisis complejo empezamos con los nimeros complejos z y el estudio de funcio-
nes diferenciables f(z) (éstas son llamadas funciones analiticas). La analogia es, sin
embargo, engafiosa, porque el andlisis complejo es una teorfa mucho més rica; pue-
de decirse mucho mds acerca de una funcién analitica que acerca de una funcién di-
ferenciable de variable real. Las propiedades de las funciones analiticas se desarro-
llardn por completo en capitulos subsecuentes.

Ademas de familiarizarse con la teorfa, el estudiante debe alcanzar alguna faci-
lidad con las funciones estindar (o elementales) ~—tales como polinomios, €3, log z,
sen z— que son usadas en el cdlculo. Estas funciones se estudian en la seccién 1.3 y
aparecen frecuentemente a lo largo del texto.

1.1. INTRODUCCION A LOS
NUMEROS COMPLEJOS

Bosquejo histérico

La siguiente discusién presupone cierta familiaridad con las principales pro-
piedades de los nimeros reales. El sistema de los nimeros reales fue el resultado
de la biisqueda de un sistema (un conjunto abstracto con ciertas reglas) que
incluyera a los racionales, pero que también proporcionara soluciones a ecuaciones
polinomiales tales como x% — 2 = 0,

Histéricamente, una consideracién similar dio origen a la extensién de los
nimeros reales. A principios del siglo Xvi, Geronimo Cardano consideré
ecuaciones cuadriticas (y cbicas) tales como x2 + 2x + 2 = 0, que no son satisfe-
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CAP. 1. FUNCIONES ANALITICAS

chas por ningtin nimero real x. La férmula cuadratica (b =V b* — 4ac)/2a da ex-
presiones “formales” para las dos soluciones de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0. Pero
esta férmula puede requerir raices cuadradas de niimeros negativos, por ejemplo,
—1 = V=1 para la ecuacioén x* + 2x + 2 = 0. Cardano not6 que si estos “nimeros
complejos” son tratados como nimeros ordinarios con la regla V=1+ V=1 =-1, estos,
resolvian en efecto las ecuaciones. A la importante expresion V-1 se le da ahora la
ampliamente aceptada designacién de i = V=1 . Una convencién alternativa es segui-

da por muchos ingenieros eléctricos, quienes prefieren el simbolo j = V-1, puesto que
ellos desean reservar el simbolo i para la corriente eléctrica. Sin embargo, en ¢l
pasado se sentfa que ningln significado podria realmente ser asignado a tales
expresiones, que fueron entonces llamadas “imaginarias”. Gradualmente, en espe-
cial como resultado del trabajo de Leonhard Euler en el siglo XV1Il, estas cantidades
imaginarias llegaron a desempeiiar un papel importante. Por ejemplo, la férmula
de Euler ¢ = cos 0 + i sen 6 reveld la existencia de una profunda relacién entre
los nimeros complejos y las funciones trigonométricas. Se encontré que la regla
¢i(8, +8)) — ¢/, 08, resumia las reglas para la expansion del seno y del coseno de la
suma de dos dngulos de una manera sencilla, y este solo resuitado indicé que
algun significado deberfa ser atribuido a estos numeros “imaginarios”.

Sin embargo, no fue hasta los trabajos de Casper Wessel (circa 1797), Jean
Robert Argand (1806), Karl Friedrich Gauss (1831), Sir William R. Hamilton
(1837) y otros, que se clarificé el significado de los nimeros complejos y se com-
prendié que no hay nada de “imaginario” en ellos (aun cuando este t€rmino se
emplea todavia.

El anilisis complejo, que es el tema de este libro, fue desarrollado en el siglo XIX,
principalmente por Augustin Cauchy (1789-1857). Posteriormente, su teorfa se hizo
mds rigurosa y fue extendida por matemadticos como Peter Dirichlet (1805-1859),
Karl Weierstrass (1815-1897) y Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

La bisqueda de un método para describir la conduccién del calor influencié el
desarrollo de la teorfa, la cual encontré muchos usos fuera de las matematicas. En
los capitulos subsecuentes se discutirdn algunas de estas aplicaciones a problemas
en fisica e ingenierfa, tales como hidrodindmica y electrostdtica. La teorfa tiene
también aplicaciones matemdticas en problemas que a primera vista no parecen in-
volucrar niimeros complejos. Por ejemplo, la demostracion de que

% 2
sen”x T
— dx = -
0o X
o que

T xo-l T
——dx = ———— O<ax<l
L 1+x sen (OUT) para

o que

r’[ do __2n
0 a+senB Va2 -1
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puede ser dificil o imposible si se usa el célculo eclemental, pero estas identidades pue-
den ser probadas rdapidamente al usar las técnicas de variable compleja.

El andlisis complejo se ha vuelto una herramienta usual e indispensable en el
trabajo de matematicos, fisicos e ingenieros. El descuido de éste puede ser un serio
impedimento en la mayoria de las dreas de investigacién y aplicacién que involu-
cran ideas y técnicas matemadticas.

Definicion de los niimeros complejos

La primera tarea en esta seccién serd definir los nimeros complejos y mostrar
que poseen propiedades que son adecuadas para que las manipulaciones algebraicas
usuales se cumplan. La idea bdsica de los nimeros complejos se atribuye a Jean
Robert Argand, quien sugirié usar puntos en el plano para representar a los nimeros
complejos. El estudiante recordard que el plano xy, denotado por R2, consiste de
todas las parcjas ordenadas (x, y) de nimeros reales. Vamos a empezar con la
definicion formal, seguida de una discusion de por qué la multiplicacién de nime-
ros complejos es definida de la manera en que se hace. .

Definicion 1.1.1. EI sistema de los niimeros complejos, denotado por C, es el con-
Jjunto R? junto con las reglas usuales de la adicion de vectores y la multiplicacion
escalar por un niimero real, a saber

(xl’ yl) + (xz, y2) = (xl + X5 ¥+ ¥,)
a(x, y) = (ax, ay)

y con la operacion de multiplicacion compleja, definida como

(X Y1) (X ¥5) = (X Xy = Y Yo Xy Y5 + ¥ X5)

En vez de usar (x, y) para representar a los nimeros complejos, encontraremos
mas conveniente regresar a una notacién mas estandar, como sigue. Vamos a iden-
tificar a los nimeros reales x con puntos en el eje x; entonces x y (x, 0) representan
al mismo punto (x, 0) en R? El eje y serd llamado el eje imaginario y el punto (0, 1)
serd denotado por i. Asf, por definicién, i = (0, 1). Entonces,

x,y)=x+yi

pues el lado derecho de la ecuacién representa a (x, 0) + y(0, 1) = (x, 0) + (0, y) = (x,
¥). Usando y = (y, 0) y la definicién 1.1.1 de multiplicacién de complejos, obtene-
mosiy=00, ) (y,0)=0-y-1:0,y-1+0-0)=(0,y)=y(0, 1) =yi y asi tam-
bién podemos escribir (x, y) = x + iy. Un solo simbolo tal como z = a + ib se usa
generalmente para indicar un nimero complejo. La notacién zE€ C significa que z
pertenece al con_]unto de los nimeros complejos . v Fh

Nétese que i> =i - z—(O 1) o, 1) ©-0- { LA:0+0-1))=(1,00=-1,
de esta manera tenemos la propiedad que que?eﬁrbs el

i2=—1
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Si recordamos esta ecuacion, entonces la regla para la multiplicacién de niime-
ros complejos es también fécil de recordar y de motivar:

. o
(a +ib)(¢ + id) = ac + iad + ibc + i’bd
=(ac - bd) + i(ad + bc)

Entonces, por ejemplo, 2 + 3i es el nimero complejo (2, 3) y otra manera de
decirque (2,3)(1,-4)=(2-:1-3(-4),3-1+2(-4)=(14,-5es(2+3i)(1
—4i) =2 -12{2 + 3i — 8i = 14 — 5i. La razén de usar la expresién a + bi es doble.
Primero, es convencional. Segundo, la regla i = —1 es mds facil de usar que la
regla (a, b) (¢, d) = (ac - bd, bc + ad), aun cuando ambas reglas producen €l mismo
resultado.

Puesto que la multiplicacién de niimeros reales es asociativa, conmutativa y
distributiva, la multiplicacién de nimeros complejos también lo es; es decir, para
todos los nimeros complejos z, w, 5, tenemos (Iw)s = Z(ws), Zw = wz, y Z(W + 5) =
Zw + zs.Vamos a verificar la primera de estas propiedades, las otras pueden ser ve-
rificadas similarmente.

Seaz=a+ib,w=c+idys=e+f Entonces zw = (ac - bd) + i(bc +ad) y
entonces (zw)s = e(ac — bd) —f(bc + ad) + i[e(bc + ad) + f(ac — bd)].

Similarmente.

z(ws) = (a + bi)[(ce = df) + i(cf + de)]
=a(ce —df) — b(cf+ de) + ila(cf + de) + b{ce — df ) ]

Si comparamos estas expresiones y aceptamos las propiedades usuales de los
nlimeros reales, concluimos que {zw)s = z(ws). Asi, podemos escribir, sin ambi-
giiedad, una expresién como z"' =z - - - z (n veces).

Nétese que a + ib = ¢ + id significa que a = ¢ y b = d (puesto que éste es el sig-
nificado de la igualdad en R?) y que O representa a 0 + i0 = (0, 0). Entonces a + ib =0
significa que ambos,a=0y b=0.

(En qué sentido los nimeros complejos son una extension de los nimeros rea-
les? Ya hemos dicho que si a es real, podemos también escribir a en lugar de a + 0i =
(a, 0). En otras palabras, los reales R son identificados con el eje x en C = R?; vemos
entonces que los niimeros reales son aquellos niimeros complejos a + bi para los cuales
b = 0. Si en la expresién a + bi, el término a = 0, llamamos a bi = 0 + bi un niimero
imaginario puro. En la expresién a + bi, decimos que a es la parte real y b es la
parte imaginaria. Algunas veces esto es escrito como Re z =a,Im z = b, donde z =
a + bi. Nétese que Re z e Im z son siempre nimeros reales (véase figura 1.1.1).

En efecto, C obedece todas las reglas algebraicas que los niimeros reales ordi-
narios obedecen. Por ejemplo, en la siguiente discusion se demostrara que el inverso -
multiplicativo existe para cualquier elemento distinto de cero. Esto significa que si
z # 0, entonces existe un niimero (complejo) z’ tal que zz’ = 1 y escribimos z’ =z L.
Podemos escribir esta expresién sin ninguna ambigiiedad (en otras palabras, 2’ estd
determinado en forma vnica), puesto que si también zz"'= 1, entonces 2’ =2" + 1 =
@)= =1-27"=27"yasi 7 =z Para demostrar que z’ existe,
supdngase que z = a + bi # 0. Entonces al menos alguna de las condiciones se satis-
face, a # 0 0 b # 0 y asi a* + b # 0. Para encontrar z', hagamos z’ =a’ + b'i. La
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condicién zz’' = 1 impone condiciones que nos permitirdn calcular a’ y &’. Calculan-
do el producto da zz’ = (aa’ — bb') + (ab’ + a’'b)i.

Las ecuaciones lineales aa’ — b’ = 1 y ab’ + a’b = 1 pueden ser resueltas para
a’ y b’ haciendo a’ = al(a + b?) y b’ = -bl(a? + b?), ya que a? + b? # 0. Entonces
para z = a + ib # 0, podemos establecer.

. a ib
al+b?  g24p2

Z

2z=(2a, 2b)

A Ztw=(a+x,b+y)
ey

R2=C P

y=Imw ¢-ecrforrermannnn... : (x,y)=w

Figura 1.1.1. La geometria de los nimeros complejos.

Si zy w son nimeros complejos, con w % 0, entonces el simbolo z/w significa
zw~!; llamamos a z/w el cociente de z por w. Por ende, z-! = 1/z.

Para calcular z-!, es comun usar la siguiente serie de ecuaciones y es también
una util manera de recordar la anterior férmula paraz!:

1 a-ib a—ib a b

= = = - I
a+ib (a+ibla-ib) a?+b? a2+b2 24 p2

En resumen, todas las reglas usuales para la manipulacién de nimeros reales,
fracciones, polinomios, etcétera, se satisfacen en el andlisis complejo.

El sistema de los nimeros complejos es, formalmente, un ejemplo de un campo.
Las reglas cruciales para un campo, enunciadas aqui como referencia, son:
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Reglas de la adicién:

(1) z+w=w+7z

(ii) z+(W+s)=@+w)+s
(iii)) z+0=¢

(iv) z+(-2)=0

Reglas de la multiplicacién:

(i) zw=wz
(1)) (zw)s = z(ws)
(iii) lz=z
(iv) 2z =1 paraz#0

Ley distributiva: z(w + 5) = zw + zs
En resumen, tenemos:
Teorema 1.1.2. Los niimeros complejos C forman un campo.

Se previene al estudiante que generalmente no definimos el sfmbolo <, como
en z £ w, para complejos z y w. Si uno requiere que las propiedades usuales de or-
den para los reales se satisfagan, entonces tal orden es imposible para los nimeros
complejos. Esta afirmacion puede ser probada como sigue. Supéngase que tal or-
den existe. Entonces 0 i 2 0, 0 { < 0. Supongamos que i = 0. Entonces i * i 20y, por
tanto, — 1 2 0, lo cual es absurdo. Alternativamente, supéngase que i < 0. Entonces
—i 20, asi (~) (=) 20 0 -1 20, otra vez absurdo. Si z = a + ib y w = ¢ + id, podemos
decir que z < w si a £ ¢y b £d. De cierta manera esto es un orden, pero no satis-
face todas las reglas que podrian ser requeridas, tales como aquellas obedecidas
por los nimeros reales. Por lo tanto, en el texto, la notacion z < w ser evitada a
menos que z y w resulten ser reales,

Raices de ecuaciones cuadraticas

Como previamente se menciond, una de las razones para usar los ndmeros
complejos es la de permitirnos sacar raices cuadradas de niimeros reales negativos.
Que, en efecto, esto puede ser hecho para todos los niimeros complejos, se verifica
en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.3. Sea z € C. Entonces existe un w € C tal que w? = z. (Nétese
que —w también satisface esta ecuacion.)

Vamos a dar una demostracién puramente algebraica. (Otra demostracién, ba-
sada en coordenadas polares, se da en la seccién 1.2.)
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Demostracién. Sea z = ¢ + bi. Queremos encontrar w = x + iy tal que a + bi =
(x + iy)2 = (x2 — y?) + (2xy)i, asi que debemos resolver simultdneamente x2 - y2 =a
y 2xy = b. La existencia de tales soluciones es geométricamente clara a partir del
examen de las graficas de las dos ecuaciones. Estas se muestran en la figura 1.1.2
para el caso en que ambas, a y b, son positivos. A partir de la gréfica es claro que
debe haber dos soluciones que son negativas una con respecto de la otra, éstas serdn
obtenidas algebraicamente en el siguiente pérrafo.

y
A
\
\ x-y*=a
AN
N
~ =b
\\Z’C\y&
= X
Ja

Figura 1.1.2. Gréficas de las curvas x* — y> = ay 2xy = b.

Sabemos que (32 + y2)2 = (22 — y2)2 + 4x%y2 = @® + b2 . Por tanto, x2 + y? =V a* + b,
y por ende x2 = (a + vV a? + b2)/2 y y* = (— a + V @® + b?)/2. Si hacemos

\/ a+ Va2 +b? \/—a+ a’+b
2 y b= 2

o =

donde ¥ denota la raiz cuadrada positiva de nimeros reales positivos, entonces,
en el caso que b es positivo, tenemos que x =0y y=p,0x =-oyy=—[enel
caso en que b es negativo, tenemos que x =0 yy=-PB,ox=-ayy=p,
Concluimos que la ecuacién w? = z tiene soluciones *(a + uPi), donde L =1 si b
20, ypu=-1sib<0. 1

De las expresiones para o y [3 podemos concluir tres cosas: 1) Las raices cua-
dradas de un niimero complejo son reales si y sdlo si el nimero complejo es real y
positivo; 2) las raices cuadradas de un nimero complejo son puramente imaginarias
si y s6lo si el nimero complejo es real y negativo, y 3) las dos raices cuadradas de
un ndmero coinciden si y sélo si el nimero complejo es cero. (El estudiante debera
comprobar estas conclusiones.)

Podemos ficilmente verificar que la ecuaci6n cuadrdtica az? + bz + ¢ = 0, para
ndmeros complejos a, b, c, tiene soluciones z = (-b * v b? — 4ac)2a, donde ahora
el simbolo y denota la raiz cuadrada de un nimero complejo, u, como se construyo
en la proposicion 1.1.3.
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Unicidad de los mimeros complejos

Ejemplos

La siguiente discusi6n no serd completamente rigurosa, mds bien serd, en mo-
mentos, algo informal. Una explicacién absolutamente precisa serfa equivalente a
un curso corto de dlgebra abstracta. A pesar de esto, el estudiante debe ser capaz de
reconocer los puntos importantes de la presentacién.

Hemos construido el campo C, que contiene a los reales y en el que cada ecuacién
cuadritica tiene una solucién. Es natural preguntarse si hay otros campos, que conten-
gan a los reales, en los que cada ecuacién cuadritica tenga una solucién.

La respuesta es que cualquier otro campo, llamémosle F, debe contener a los
nimeros complejos; por lo tanto, el conjunto de los nimeros complejos es el mds
pequeiio campo que contiene a R, en el cual todas las ecuaciones cuadriticas son
resolubles. En este sentido es tnico. La razén es muy simple. Sea j en F cualquier
solucién de la ecuacion z2 + 1 = 0. Considérese. en F , a todos los nimeros de la
forma a + jb, para nimeros reales a y b. Este conjunto es, algebraicamente, el mismo
que C, por el simple hecho de que j juega el papel de i y puede ser identificado con
I, puesto que j? = —1, Debemos también comprobar que a + jb = ¢ + jd implica que
a=cy b=d, para estar seguros que la igualdad en este conjunto coincide con la de
C. En efecto, (a —¢) + j(b —d) = 0, por lo tanto, debemos probar que e + jf = 0 im-
plicaquee=0yf=0(dondee=a-cyf=b-d). Si f = 0, entonces, claramente
también e = 0. Pero si f # 0, entonces j = —elf, que es real y ningiin ndmero real sa-
tisface que j2 = -1, puesto que el cuadrado de cualquier niimero real es no negativo
Y, por tanto, f debe ser 0. Esto prueba nuestra afirmacién. Podemos reformular
nuestro resultado diciendo que C es la extension de campo mds pequeiia de R en el
cual las ecuaciones cuadrdticas son resolubles.

Otra pregunta surge en este punto. Convertimos a R? en un campo. ;Para qué otra n,
puede ser R" convertido en un campo? Vamos a pedir en principio que las operaciones
algebraicas coincidan con aquellas de R, suponiendo que R es el eje x. La respuesta es;
s6lo en el caso en que n = 2. Una estructura parecida a la de un campo, llamada los
cuaterniones, puede ser obtenida para n = 4, excepto que la regla zw = wz falla.

Tal estructura es llamada un campo no conmutativo. La prueba de estos resul-
tados puede encontrarse en un texto de dlgebra abstracta avanzada.

resueltos

1.1.4. Pruebe que 1fi=~iy que 1/(i + 1) = (1 - i)/2.
Solucion. Primero.

1
—_— = — =
i

{ -
yaquei-—i=—(i)2==(~1)= 1. Asimismo

I B e A
i+1 i+l 1-i 2

puestoque (1 + ) (I -i)=14+1=2.
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La proposicién 1.2.4 resume las principales propiedades de la conjugacion
compleja.

Proposicién 1.2.4

() z+z'=z+2".
(i) zz' =z 7.
(iii) z/z' =z/z' paraz’ # 0.
(iv) zz =212 y en consecuencia si z # 0, tenemos que 2z~ =7/1zI%.
(v) z=7zsiysolosizes real.
(vi) Rez=(z+2z)2elmz=(z-2) /2L

(vii) z=z.
Demostracion

i) Seaz=a+ibyseaz =a’' +ib'.Entonces,z +.z' =(a+a’)+i(b+b")y,
byse o y
porlotanto,z+z =(a+a’)—i(b+bY=a—-ib+a" —-ib"=z+7.
(ii) Seaz=a+ibyseaz =a' +ib'. Entonces

2z’ = (aa’" = bb") + i(ab’ +a’b) = (aa’ — bb") — i(ab" + a’b)

Por otra parte, zz’ = (a — ib) (@’ —ib") = (aa’ —bb’) —i(ab’ +a'b).

(iii) De (ii) tenemos que? 27 =7 2/z' =z Asf, 2/2' =2/ 2’ .
(iv) zz=(a+ib)(a—ib)y=a? +b?=1Izl2.
(v) Sia+ib=a-ib,entonces ib=—iby, por tanto, b = 0.
(vi) Esta afirmacién es clara de la definicién de z.
(vii) Esta afirmacién también es clara de la definicidn de la conjugacién com-
pleja. B

El valor absoluto de un nimero complejo, Izl = la + ibl =Va? + b?, el cual es me-
ramente la longitud euclidiana usual del vector que representa al nimero complejo, ya
ha sido definido. De la proposicién 1.2.4 (iv), notamos que lzl estd también dado como
1712 = zZ. El valor absoluto de un nimero complejo aparece a lo largo de todo el andlisis
complejo; las siguientes propiedades del valor absoluto son bdsicas.

Proposiciéon 1.2.5

i) lzz'l=lzl - 1Z'l.
(i) Siz' # 0, entonces 1z/7'| =1zI /1Z'1.
(iii) —lzISRez<lzly—lzl <Im z <Lzl ; esto es, IRe zl <1zl y [Im zl < zl.
(iv) Izl =Izl.
(V) lz+z2'1 <lzl +12'1.
(vi) lz=2z'l 211zl -2l I.
i) lzw + o+ 2w 1 <VIZ 24 o+ lz, 2 VIw R+ o lw 12,
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El resultado (iv) es claro geométricamente de la figura 1.2.9, (v) es la desigual-
dad del tridngulo usual para vectores en R? (véase figura 1.2.10) y (vii) es referida
como la desigualdad de Cauchy. Mediante la aplicacién repetida de (v) obtenemos
el postulado general Iz, + -~ +z | <lz |1+ -+ +lz .

lz, + z)l < Iz )| + Iz,

Figura 1.2.10. Desigualdad del tridngulo.

Demostracion

(i)
(i1)
(iii)
(iv)

(v)

(iv)

(vii)

Esta identidad fue probada en la proposicién 1.2.1.

Por (i), 12l 1z / 2’1 =12’ « (z/2") = lzl, asi que Iz/z'1 = IzI 7 1Z'1.

Si z=a + ib, entonces — Va? + b> <a < Va? + b? puesto que 2 2 0. La otra
desigualdad afirmada en (iii) se prueba en forma similar. -
Si z=a + ib, entonces Z = a — ib, y claramente tenemos que Izl = Va? + b =
Val + (=b)2 =1zl .

Por la proposicion 1.2.4 (iv),

z+2P=@+2)@z+2")
=(z+7ZN(@+7)
=z24+277 +7z2+727

Pero zz’ es el conjugado de z'z ( jpor qué?), por tanto, por la proposicion
1.2.4 (vi) y (iii) de esta demostracién, IzI2 + 1’| 2+ 2 Re z'z <lz12 + I2'1* +
212zl = Iz + 12’12 + 21zl 1Z’1. Pero esto es igual a (Izl + Iz’1)%, con lo que ob-
tenemos nuestro resultado.

Al aplicar (v)az'y z -2, obtenemos Izl = Iz’ + (z - ) <12’ + 1z - Z'l, por
lo tanto, Iz -~ z'l 2 Izl — IZ’l. Al intercambiar los roles de z y z, obtenemos
de modo semejante que Iz — z'l 2 12l — Izl = —(lzl — IZ'l), que es lo que
originalmente afirmamos.

Esta desigualdad es menos evidente y su prueba requiere de un pequeiio tru-
co matemitico (véase el ejercicio 22 para una demostracién diferente). Su-
pongamos que no todos los w, = 0 (en otro caso el resultado es claro). Sea
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n n n
= 2 4 2 o= =
v —:\;1 lz, 1= ¢ —kgfl w l= s —kgfl W,y c=s/t

Ahora considérese

n

2
2z —cwl
k=1

lacual es 20 e igual a

Ld n
v+lc|2t—czz_kw_k~Eszwk=v+Iclzt—2ReES
k=1 k=1

|12
P Re S

v+

Dado que ¢ es real y s5 = Isi? es real, v + (Is1%/1) = 2(Is1%/t) = v — Is1%/r 2 0.
Asi, Is1? < vt, que es el resultado deseado.

Ejemplos resueltos
1.2.6. Resuelva paraz, 2% = 1.

Solucion. Dado que 1 = cos k21 + { sen k2n, donde & es cualquier entero, el corolario
1.2.3 nos da

k2n . k2n

+ isen k=012,...,7

Z =COos

| i =1 i -1 i o] i
= ]s + ] [ P + s —]s — - Y _l’ - —
) V2 V2 V2 V2

N

Estos pueden dibujarse como puntos igualmente espaciados sobre el circulo en el pla-
no complejo (véase figura 1.2.11).

[ (3 + 7i) ] (3 - 7i)?
1.2.7. Muestre que - = —.
(8 + 6i) (8 —6i)

Solucién. El punto aqui no es necesariamente desarrollar primero (3 + 7i)%(8 + 6i); si
simplemente usamos las propiedades desarrolladas en el texto, a saber, 22 = (z)?>y z/z' =

z/z', obtenemos que

[(3+7i)2] B2 B+ (-
L@+6]l  @®+6)  8-6i  8—6i
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/ 1.2.8. Silzl = 1, pruebe que

az+b

-

bz +a
para cualesquiera niimeros complejos ay b.

Solucion. Puesto que Izl = 1, tenemos que z = z~1. Por lo tanto

az+b _ az+b . 1
bz+a b+az <
y

Figura 1.2.11. Las ocho raices octavas de ta unidad.

Por las propiedades del valor absoluto y puesto que 1zl = 1,

az+b

az+b‘ 1
|

bz+a az+b
ya que laz + bl =laz + bl = laz + bl.
L 1.2.9. Muestre que el mdximo del valor absoluto de 7> + 1 en el disco 121 < 1 es 2.
Solucién. Por la desigualdad del tridngulo. 122 + 11 < 122+ 1 <z2 + 1 €124+ 1 =2,
ya que Izl < 1, asi Iz2 + 1l no excede a 2 en el disco. Puesto que el valor 2 se alcanza
en z = |, entonces el maximo es 2.
1.2.10. Exprese cos 36 en términos de cos 0 y sen 0 usando la formula de De Moivre.

Solucion. La f6rmula de De Moivre para r = 1 y n = 3 nos da la identidad

(cos 8 + i sen 8) = cos 30 + i sen 30
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Cuando se expande el lado izquierdo de esta ecuacién (véase el ejercicio 14 de la
seccion 1.1), resulta

cos® @ + i3 cos? O sen © — 3 cos 0 sen? O — i sen® 6
Al igualar las partes reales e imaginarias, obtenemos que
cos 308 = cos?0 — 3 cos 0 sen?
y la f6rmula adicional
sen 30 =—sen® O + 3 cos’ O sen O

Escriba, en notacion compleja, la ecuacion de una linea recta, de un circulo y de una
elipse.

Solucion -

La linea recta se expresa mas convenientemente en forma parametrizada: z = a + bt,
a, b e C,t e R, la cual representa una linea en la direccién de b y que pasa por el
punto a.

El circulo puede expresarse como lz — al = r (radio r, centro a).

La elipse puede expresarse como Iz — dl + Iz + d| = 2a; los focos estan localizados en
+d y el semieje mayor es igual a a.

Estas ecuaciones, en las que | * | es interpretado como la longitud, son las definiciones
de estos lugares geométricos.

Suponga que u = a + ib y v = ¢ + id son miimeros complejos fijos y que W es un niimero
real positivo. Demuestre que la ecuacion.

Z—u (2
=q
Z—-Vv

describe un circulo o una linea recta en el plano complejo.

Solucion. Si hacemos z = x + iy, la ecuacién resulta

(x—a) +i(y —b)
(=) +i(y —d)

2 (x—a)? + (y — b)?
@24 (y—d)?

Después de hacer el producto cruzado, desarroltar y luego agrupar los términosen x y y
en el lado izquierdo, obtenemos

(1 —x? + (1 - Wy? — 2(a— po)x — 2(b — pd) y = W(c® + d?) — (a* + b?)

Si u =1, ésta es la ecuacién de una linea. En efecto, es la linea perpendicular que bi-
secta el segmento entre u y v. Si W % 1, al completar cuadrados obtenemos
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Ejercicios

(s

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.

©F N A AW

a—uc)2 ( b—ud)z n(c? +d?) - (a® + b? (a—l,tc)Z (b—pd 2
- +ly — = + +
1-p l-p l-p 1-u l—p

K

= M)2[(a—c)2+(b—d)2]

que es la ecuacién de un circulo con centro en ((a — pe)/(1 — p), (b — pdi(1 — W)
y de radio (/p/11 —p| )V (@ —c)? + (b — d)>.

. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 22-2=0 by #+i=0
Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) +8=0 by 22-4=0

(Cuil es el conjugado complejo de (3 + 8)*/(1 + )0 ?
(Cudl es el conjugado complejo de (8 — 20)!%/(4 + 6i)°?
Exprese cos 5x y sen 5x en términos de cos x y sen x.
Exprese cos 6x y sen 6x en términos de cos x y sen x.
Encuentre el valor absoluto de [i{(2 + 3{) (5§ - 2D))/(—=2 - i),
Encuentre el valor absoluto de (2 — 3)%(8 + 6i)2.

Sea w una raiz n-ésima de la unidad, w 5 1. Demuestre que 1 + w + Wit rwh-l=0.
Demuestre que las raices de un polinomio con coeficientes reales ocurren en parejas
conjugadas.

Sia, b € C, pruebe la identidad del paralelogramo: la — bI> +la + bl* = 2(lal”> + 1b1?).
Interprete geométricamente la identidad del ejercicio 11.

¢Cuando se satisface la igualdad en la desigualdad del tridngulo Iz, + z, + + = + 2, | <
[zl + 1z, + + = = + 2,17 Interprete geométricamente su resultado.

Supongaque lzl=10lwl=1 yque zw # 1, demuestre que

R

1 —zw

(Es cierto que z2 = 1z1?? Si lo es, demuestre esta identidad. Si no lo es, ;para qué valo-
res de z es cierto?

Haciendo z = x + iy, pruebe que |xl + Iyl < V212,

Seanz=a + ibyz =a' +ib'. Pruebe que Izz'| = Izl Iz’ evaluando cada uno de los
lados.



18.

19.
20.
21.
22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.
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Pruebe lo siguiente:

a) argZ: —arg z (mod 2r) b) arg(z/w)=argz —arg w (mod 27)
¢) lzl=0siysélosiz=0

(Cudl es la ecuacién del circulo con radio 3 y centro en 8 + 5 en notacién compleja?
Usando la férmula z7! = 7/IzI2, muestre cémo construir geométricamente z~!.
Describa al conjunto de todas las z tales que Im (z + 5) = 0.

Pruebe la identidad de Lagrange:

n
2 Wy

k=1

g (2 |zk12) (E |wk|2> = X lgw,— w

k=1 k=1 k<j

Deduzca la desigualdad de Cauchy a partir de su demostracién.

Encuentre el maximo de Iz + a! para aquellas z con lzI £ 1.
q

Calcule !a minima cota superior (esto es, el supremo) del siguiente conjunto de nime-

sen (n + L) 0
2

2 sen 8
2

ros reales: {Re (i + 1) tal que Izl < 2}.
Pruebe la identidad trigonométrica de Lagrange:

] + cosQ + cos20 + -++ + cosnd = +

1
2

(Suponga que sen (8/2) 7 0.)
Suponga que los nimeros complejos z,, z,, z; satisfacen la ecuacion

L-% 4%

37 23— 43

Pruebe que Iz, — 2| =lz4 — 2,1 = Iz, — z,] . (Sugerencia: argumente geométricamente, in-
terpretando el resultado de cada afirmacion.)

Dé una condicién necesaria y suficiente para

a) z,,Z, Z4e€stén en una linea recta.
b) z,,2, 23 24> €stén en una linea recta o en un circulo.

Pruebe la identidad

2n n-m n
en =

« 8.

T
sen — sen = 1
n n n n-

Sugerencia: El producto dado puede ser escrito como 1/2"~ ! veces el producto de las
raices diferentes de cero del polinomio (1 —z)" 1)
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29. Sea w una raiz n-ésima de launidad, w # 1. Evaltie | + 2w + 3w2 4+ -+« + nw" -1,

a-b
30. La correspondencia del niimero complejo z = a + ib con la matriz ( b a) =\, mencio-

nada en el parrafo anterior al resultado 1.2.2, da otra manera de representar los niimeros
complejos. Demuestre que

Q) Y=V Y,
b) WZ'F(D: Wz+w(l).

10
) V=l )

d) Ay, =y, sikesreal

e) y;=(y)" (la matriz transpuesta).
f) Wllz = (wz)—l‘

g) zesrealsiy sblosiy, =(y,).

h) lzl=1'siy sélo si W, es una matriz ortogonal.

1.3. ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

Las funciones trigonométricas seno y coseno, asi como la funcién exponencial
y la funcién logaritmo, se estudian en célculo elemental. Recuérdese que las fun-
ciones trigonométricas pueden definirse en términos de las razones de los lados de.
un tridngulo rectdngulo. La definicién de “angulo” puede extenderse hasta incluir
cualquier nimero real y de este modo cos 0 y sen 8 se convierten en funciones con
valores reales de variable real, 0. Es un hecho bésico que ¢l cos 8 y sen 0 son dife-
renciables, con derivadas dadas por d(cos 8)/ d6 = —sen 0 y d(sen 6)/ d6 = cos 6.
Alternativamente, el cos 0 y el sen 0 pueden definirse por sus series de potencias:

x3 xS
SENX=X— — 4 ——— o

3! 5!

x? x?
cosx=1- —4——— «..

21 4!

La convergencia de estas series, por supuesto, debe también demostrarse; tal
demostracién puede encontrarse en el capitulo 3 y en cualquier texto de célculo.!
Alternativamente, ¢l sen x puede definirse como la unica solucién f(x) de la ecua-
cién diferencial f'(x) + f(x) = 0 que satisface f(0) =0, f'(0) = 1; y el cos x puede
definirse como la unica solucién de f''(x) + f(x) = 0, f(0) =1, f'(0) = 0 (otra vez,
véase un texto de célculo para las demostraciones).

! Tal como, J. Marsden y A. Weinstein, Calculus, 2a. ed., Nueva York, Springer-Verlag, 1985,
cap. 12.
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La funcion exponencial

La funcién exponencial, denotada por e*, puede definirse como la tdnica
solucién de la ecuacién diferencial f'(x) = f(x), sujeta a la condicién inicial f(0) = 1.
(Puede demostrarse que existe una tnica solucién.) La funcién exponencial también
puede definirse por su serie de potencias:

x2 x3

eF=1+x+—+—=+---
2! 3!

Aceptamos del cdlculo el hecho que e* es una funcién de x, positiva y estricta-
mente creciente. Por tanto, para y > 0, log y puede definirse como la funcién inver-
sa de e*; esto es, €/°2Y = y. Otro enfoque que es usado frecuentemente en libros de
calculo es empezar por definir

> 1
logy =| —dt
Lt

-

paray > 0 y entonces definir e* como la funcién inversa de log y. (Nota: Muchos li-
bros de cdlculo escriben In y para el logaritmo con base en e. Como en la mayoria
de los textos avanzados de matemdticas, a lo largo de este libro escribiremos log y
en vez de In y.)

En esta seccion, se extenderdn estas funciones al plano complejo. En otras pala-
bras, se definiran las funciones sen z, cos z, e* y log z para complejos z y sus restric-
ciones a la linea real serdn los usuales sen x, cos x, ¢* y log x. La exiension a los
nimeros complejos debe ser natural en el sentido que muchas de las propiedades
familiares de sen, cos, exp y log se conserven. Estas funciones, asi como la funci6n
potencia z”, se estudiardn geométricamente mds adelante en esta misma seccién.

Primero extenderemos la funcién exponencial. Sabemos del cédlculo que para
un nimero real x, e* puede representarse por su serie de Maclaurin:

2 3

x X x
ef=1+ + + + e
1! 2! 3!
Asi. debe ser de lo mds natural definir ¢” por
- . 2
L4 (&) N (iy) ..
H! 2!

para y € R. Por supuesto, esta definicién no es muy legitima, ya que la convergen-
cia de series en C no ha sido aiin discutida. En el capitulo 3 se mostrard que esta se-
rie efectivamente representa un nimero complejo bien definido para cada y, pero
por el momento, la serie es usada informalmente como la base de la definicién que
sigue, la cual serd precisa. Un ligero reordenamiento de la serie (usando el ejercicio
16, seccion 1.1.) muestra que

ei,V= l_i+y_4_... + I __y._,3__+y—5_...
A 41 3! 5!
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Pero reconocemos que esto es simplemente cos y + i sen y. Por lo tanto, defi-
nimos.

e’Y=cosy+iseny.

Hasta aqui, hemos definido e® para z a lo largo de los ejes real e imaginario.
{Como definimos e? = ¢** 7 Deseamos que nuestra extensién de la exponencial
conserve las propiedades familiares y entre estas esté la ley de los exponentes: e4*? =
e4 + eb. Este requisito nos obliga a definir e* *% = ¢* + ¢/, Esto puede expresarse en
una definicién formal:

Definicion 1.3.1. 5i z = x + iy, entonces definimos €* como €* (cos y +1 sen y).

Noétese que si z es real (esto es, si y = 0), esta definicién coincide con la funcién
exponencial usual e*. El estudiante debe ser cauto en este punto, no estamos pen-
sando a e* como “e elevado a la «potencia>> z” puesto que el concepto de expo-
nentes complejos no ha sido definido atn. La notacion € es meramente una abrevia-
tura de la funcién definida como e*(cos y + i sen y).

Existe también otra razén, puramente formal, para definir e’ = cos y + i sen y.
Si escribimos e’ = f(y) + ig(y), notamos que puesto que queremos que e° = 1,
debemos tener f(0) = 1y g(0) = 0. Al derivar con respecto de y nos da ie’> = f' (y)
+ig'(y), por lo tanto, cuando y = 0, obtenemos f'(0) = 0, g’(0) = 1. Al diferenciar
nuevamente nos queda —e®* = f’'(y) + ig"'(y). Si comparamos estos resultados con
e'Y =f(y) +ig(y), obtenemos que f''(y) + f(y) =0, f(0) = 1, f’ (0) = 0, de modo
quef(y)=cosy;yg"(y)+g(y)=0,g(0)=0, g'(0) =1, de modo que g(y) = sen
y, por la definicidén de sen y y cos y en términos de ecuaciones diferenciales. Asf,
obtenemos que e'¥ = cos y + i sen y, como en la definicién 1.3.1.

Algunas de las propiedades importantes de e° estdn resumidas en la siguiente
proposicién. Para enunciarlas necesitamos recordar la definicién de funcién periddi-
ca, a saber, una funcién f : C — C se llama periddica, si existe un w € C (llamado
periodo) tal que f(z+w) =f(z) paratodaz e C.

Proposicion 1.3.2

(i) e**¥ =¢%¥ paratodaz,w € C.
(ii) e* nuncaesO.
(ii1) Si x es real, entonces e* > 1 cuando x >0,y eX < 1 cuando x < 0.
(v) lex+iy| =X,
(V) e1:i/2 =i eni =1 e31ril2 =i e21ri =1
3 ¥ b .
(vi) e* es periddica, cualquier periodo de €* tiene la forma 2nni, n entero.

(vii) €*=1siy solo si z = 2nmi para algin entero n (positivo, negativo, o 0).
Demostracion

(i) Seaz=x+iyyseaw =s + it. Por nuestra definicién de ez,
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La proposicién 1.2.4 resume las principales propiedades de la conjugacién
compleja.

Proposiciéon 1.2.4

() z+z'=z+72.

(i) zz’' =z 7.

(iii) z/z' =z/Z' paraz’ # 0.

(iv) zz =212 y en consecuencia si z # 0, tenemos que 2z~ =Z/\zl%.
(v) z=7Zsiy sdlo siz es real.

(vi) Rez=(z+z)2elmz=(z-2) /2L

(vii) z=2z.
Demostracion

(i) Seaz=a+ibyseaz =a’+ib'.Entonces,z+z =(a+a’)+i(b+b")y,
byse o y
porlotanto,z +z =(a+a’)—i(b+bY=a—-ib+a —-ib"=z+7.
(ii) Seaz=a+ibyseaz =a +ib'. Entonces

2z’ = (aa’" — bb") + i(ab’ +a’b) = (aa’ — bb') — i(ab" + a’b)

Por otra parte, zz' = (a — ib) (a’ —ib’) = (aa’ — bb') —i(ab’ + a 'b).
(iii) De (ii) tenemos que 7’ 2/z' =z’ 2/z’ =z. Asi, z/z' =2/ 7 .
(iv) zz=(a+ib) (a—ib)=a?+ b?=1Izl2.
(v) Sia+ib=a-—ib,entonces ib=—iby, portanto, b = 0.
(vi) Esta afirmacién es clara de la definicién de z.
(vii) Esta afirmacién también es clara de la definicién de la conjugacién com-
pleja. H

El valor absoluto de un nimero complejo, Izt = la + ibl =Va? + b2, el cual es me-
ramente la longitud euclidiana usual del vector que representa al nimero complejo, ya
ha sido definido. De la proposicién 1.2.4 (iv), notamos que Izl estd también dado como

|z12 = zZ. El valor absoluto de un nimero complejo aparece a lo largo de todo el andlisis
complejo; las siguientes propiedades del valor absoluto son bdsicas.

Proposicion 1.2.5

W) lzz'l=lzl - 1Z'].
(ii) Siz' # 0, entonces 1z/7'| =1z1 /17’1
(iii) —lzl<Rez<lzly —lzl <Im z <zl ; esto es, IRe zl <1zl y [Im zl < |zl
(iv) Izl = Izl
V) lz+z'1<lzl +12'1.
(vi) lz=2z'l21lzl- Izl l.
(vii) lz,w, + s + 2w I < ViZ | 2+ o 1z, 2 VIw P+ o+ w12
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El resultado (iv) es claro geométricamente de la figura 1.2.9, (v) es la desigual-
dad del tridngulo usual para vectores en R? (véase figura 1.2.10) y (vii) es referida
como la desigualdad de Cauchy. Mediante la aplicacién repetida de (v) obtenemos
el postulado general Iz, + -~ +z | <lz |1+ - +lz |

lz, + z)l < Iz )| + Iz,

2 +2,

Figura 1.2.10. Desigualdad del tridngulo.

Demostracion

(1)
(i1)
(iii)
(iv)

(v)

(iv)

(vii)

Esta identidad fue probada en la proposicién 1.2.1.

Por (), 1Z'l 12/ "1 =1z’ « (z/2") = Iz}, asi que Iz/Z'| = IzI / IZ'1.

Siz=a+ ib, entonces —Va? + b> <a < Va® + b? puesto que b* 2 0. La otra
desigualdad afirmada en (iii) se prueba en forma similar. -
Si z = a + ib, entonces Z = a — ib, y claramente tenemos que Izl = Va? + b? =
Va? + (=h)2 =1zl .

Por la proposicion 1.2.4 (iv),

z4+ZP=C+Z)(+2Z)
=(z+ZNz+2Z)
=zz+277 +7z2+27

Pero zz’ es el conjugado de 7'z ( ;por qué?), por tanto, por la proposicién
1.2.4 (vi) y (iii) de esta demostracién, IzI2 +1z'1 2+ 2 Re 'z <z + 12> +
212’7l = Iz + 12’12 + 21zl 1Z’1. Pero esto es igual a (Izl + 12’1)%, con lo que ob-
tenemos nuestro resultado.

Al aplicar (v)az'y z—2z, obtenemos Izl = Iz’ + (z - Z) <1’ + 1z - Z'l, por
lo tanto, Iz -~ z'l 2 Izl — Iz’l. Al intercambiar los roles de z y z', obtenemos
de modo semejante que Iz — z't 2 12l — Izl = —(lzl - IZ']), que es lo que
originalmente afirmamos.

Esta desigualdad es menos evidente y su prueba requiere de un pequefio tru-
co matemadtico (véase el ejercicio 22 para una demostracién diferente). Su-
pongamos que no todos los w, = 0 ( en otro caso ¢l resultado es claro). Sea
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n n n
= 2 - 2 o— =
v —:\;1 lz, 1= ¢ —kgfl wl° s —kgfl W, Yy c=s/t

Ahora considérese

n

2
2z —cwl
k=1

lacual es 20 eigual a

n n
vHlel2i—c 2 Zw, —¢ 2gw,=v+Icl—2Recs
k=1 k=1

|12
S Re S

v+

Dado que ¢ es real y s5 =Isi? es real, v + (Is1%/1) = 2(Is1%/) = v — Is1%/¢ 2 0.
Asi, Is1? < vt, que es el resultado deseado. I

Ejemplos resueltos
1.2.6. Resuelva paraz, 2% = 1.

Solucion. Dado que 1 = cos k21 + { sen k2n, donde & es cualquier entero, el corolario
1.2.3 nos da

k2n . k2n

+ isen k=012,...,7

Z =COs

1 i -1 i -1 i i
=], + ,i + —]s - — — 1, - —

R T N SN

N

Estos pueden dibujarse como puntos igualmente espaciados sobre el circulo en el pla-
no complejo (véase figura 1.2.11).

[ (3 + 7i)? ] (3 - 7i)?
1.2.7. Muestre que = —
(8 + 6i) (8 —6i)

Solucién. El punto aqui no es necesariamente desarrollar primero (3 + 7i)%(8 + 6i); si
simplemente usamos las propiedades desarrolladas en el texto, a saber, z2 = (z)?y z/z' =

z/z’, obtenemos que

[(3+7i)2] B2 B+ (-
L@+6]l ~ @®+6)  8-6i  8—6i
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/ 1.2.8. Silzl = 1, pruebe que

az+b

-

bz +a
para cualesquiera niimeros complejos ay b.

Solucion. Puesto que Izl = 1, tenemos que z = z-!. Por lo tanto

az+b _ az+b . 1
bz+a b+az <
y

Figura 1.2.11. Las ocho raices octavas de ta unidad.

Por las propiedades del valor absoluto y puesto que 1zl = 1,

az+ b

az+b‘ 1
|

bz+a az+b
ya que laz + bl = laz + bl = laz + bl.
L 1.2.9. Muestre que el mdximo del valor absoluto de z? + 1 en el disco 121 < 1 es 2.
Solucién. Por la desigualdad del tridngulo. 122 + 11 < 122+ 1<z + 1 €124 1 =2,
ya que Izl < 1, asi Iz2 + 1l no excede a 2 en el disco. Puesto que el valor 2 se alcanza
en z = [, entonces el maximo es 2.
1.2.10. Exprese cos 36 en términos de cos 0 y sen 0 usando la formula de De Moivre.

Solucion. La fé6rmula de De Moivre para r= 1 y n = 3 nos da la identidad

(cos 8 + i sen 8)% = cos 30 + i sen 30
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Cuando se expande el lado izquierdo de esta ecuacién (véase el ejercicio 14 de la
seccién 1.1), resulta

cos® @ + i3 cos? 8 sen © — 3 cos O sen” 6 — i sen® 6
Al igualar las partes reales e imaginarias, obtenemos que
cos 30 = cos*0 — 3 cos 0 sen? O
y la férmula adicional
sen 30 =—sen® O + 3 cos’ O sen B

Escriba, en notacion compleja, la ecuacion de una linea recta, de un circulo y de una
elipse.

Solucion .

La linea recta se expresa mas convenientemente en forma parametrizada: z = a + b,
a, b e C,t e R, lacual representa una linea en la direccién de b y que pasa por el
punto a.

El circulo puede expresarse como Iz — al = » (radio r, centro a).

La elipse puede expresarse como Iz — d| + Iz + d| = 2a; los foces estan localizados en
*d y el semieje mayor es igual a a.

Estas ecuaciones, en las que | - | es interpretado como la longitud, son las definiciones
de estos lugares geométricos.

Suponga que u = a + ib y v = ¢ + id son nitmeros complejos fijos y que L es un niimero
real positivo. Demuestre que la ecuacion.

Z—u |2
=q
Z—-Vv

describe un circulo o una linea recta en el plano complejo.

Solucidn. Si hacemos z = x + iy, la ecuacién resulta

(x—a)+i(y-b)
x—-c)+i(y-d)

2 (x—a)? + (y — b)?
@4 (y—d)?

Después de hacer el producto cruzado, desarroltar y luego agrupar los términosen x y y
en el lado izquierdo, obtenemos

(1 —x? + (1 - Wy? — 2(a — pcx — 2(b — pd)y = W(c? + d?) — (a* + b?)

Si u =1, ésta es la ecuacién de una linea. En efecto, es la linea perpendicular que bi-
secta el segmento entre u y v. Si W % 1, al completar cuadrados obtenemos
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Ejercicios

(s

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.

@ N AW

a—pc)2 ( b—ud)2 nc? +d?) - (@ + b? (a—l,tc)Z (b—-].ld 2
- +ly — = + +
1-p l-p l-p 1-u l—p

H

= M)2[(a—c)2+(b—d)2]

que es la ecuacién de un circulo con centro en (( @ — pe)/(1 — W), (b — pud)/(1 — 1)
y de radio (/p/11 —p| )V (@ —c)? + (b — d)>.

. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 22-2=0 by #+i=0
Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) 2 +8=0 by 22-4=0

(Cuil es el conjugado complejo de (3 + 8)*/(1 + i)'0?
(Cual es el conjugado complejo de (8 — 21)!%/(4 + 6i)°?
Exprese cos 5x y sen 5x en términos de cos x y sen x.
Exprese cos 6x y sen 6x en términos de cos x y sen x.
Encuentre el valor absoluto de [i{(2 + 3{) (5§ - 2D))/(—=2 - i).
Encuentre el valor absoluto de (2 — 3)%(8 + 6i)2.

Sea w una raiz n-ésima de la unidad, w 5 1. Demuestre que 1 + w + Wit rwh-1=0.
Demuestre que las raices de un polinomio con coeficientes reales ocurren en parejas
conjugadas.

Sia, b e C, pruebe la identidad del paralelogramo: \a — bI> + la + bl* = 2(lal”> + 1b12).
Interprete geométricamente la identidad del ejercicio 11.

¢Cuando se satisface la igualdad en la desigualdad del tridngulo Iz, + z, + + + = + 2 | <
[zl + 1z, + + » = + 12,17 Interprete geométricamente su resultado.

Supongaque lzl=10lwl=1 yque zw # 1, demuestre que

R

1 —zw

(Es cierto que z? = 1z1?? Si lo es, demuestre esta identidad. Si no lo es, (para qué valo-
res de z es cierto?

Haciendo z = x + iy, pruebe que |xl + Iyl < V212,

Sean z=a + ibyz =a' + ib’. Pruebe que Izz'| = Izl Iz’ evaluando cada uno de los
lados.



18.

19.
20.
21.
22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.
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Pruebe lo siguiente:

a) argZ: —arg z (mod 2r) b) arg(z/w)=arg z —arg w (mod 27)
¢) lzl=0siysélosiz=0

(Cudl es la ecuacién del circulo con radio 3 y centro en 8 + 5i en notacién compleja?
Usando la férmula z-! = z/IzI2, muestre cémo construir geométricamente z~!.
Describa al conjunto de todas las z tales que Im (z + 5) = 0.

Pruebe la identidad de Lagrange:

n
T

k=1

g (2 |zk12) (E |wk|2> = X lgw— w2

k=1 k=1 k<j

Deduzca la desigualdad de Cauchy a partir de su demostracion.

Encuentre el maximo de Iz” + al para aquellas z con izl < 1.

Calcule !a minima cota superior (esto es, el supremo) del siguiente conjunto de nime-

sen (n +L) ]
2

2 sen 8
2

ros reales: {Re (i + 1) tal que Izl < 2}.
Pruebe la identidad trigonométrica de Lagrange:

] + cosO + cos20 + -+« 4+ cosnd = +

1
2

(Suponga que sen (8/2) # 0.)
Suponga que los nimeros complejos z,, Z,, z; satisfacen la ecuacién

L4 4%

37 9L~
Pruebe que Iz, — 2|1 =lz4 — 2,1 = Iz, — z,] . (Sugerencia: argumente geométricamente, in-
terpretando el resultado de cada afirmacion.)

Dé una condicién necesaria y suficiente para

a) z,,Z, 24 €Stén en una linea recta.
b) z,, 2, 23 24, €St€n en una linea recta o en un circulo.

Pruebe la identidad

2rn (n-Dx n
« 8w en -_—

T
sen — sen = 1
n R n n-

Sugerencia: El producto dado puede ser escrito como 1/2"~ I veces el producto de las
raices diferentes de cero del polinomio (1 —z)"~1.)
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29. Sea w una raiz n-ésima de launidad, w # 1. Evaltie | + 2w + 3w? 4+ -+« + nw" -1,

a-b
30. La correspondencia del niimero complejo z = a + ib con la matriz ( b a) =y, mencio-

nada en el parrafo anterior al resultado 1.2.2, da otra manera de representar los ndimeros
complejos. Demuestre que

@) Y=V VY,
b) Wz+(n=wz+w(n.

10
A V=l )

d) Ay, =y, sikesreal

e) y;=(y)" (la matriz transpuesta).
f) Wllz = (wz)—l'

g) zesrealsiy sblosiy, =(y,)".

h) lzl = 1'siy s6lo si y, es una matriz ortogonal.

1.3. ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

Las funciones trigonométricas seno y coseno, asi como la funcién exponencial
y la funcién logaritmo, se estudian en célculo elemental. Recuérdese que las fun-
ciones trigonométricas pueden definirse en términos de las razones de los lados de.
un tridngulo rectdngulo. La definicidn de “dngulo” puede extenderse hasta incluir
cualquier ndmero real y de este modo cos 8 y sen 0 se convierten en funciones con
valores reales de variable real, 8. Es un hecho bdsico que el cos 8 y sen 8 son dife-
renciables, con derivadas dadas por d(cos 8)/ d6 = —sen 0 y d(sen 0)/ d6 = cos 6.
Alternativamente, el cos 0 y el sen 0 pueden definirse por sus series de potencias:

T
SENX=X— —F——— oo
3! 5!
x2 x?
cosx=1—- —4—— ..
21 4!

La convergencia de estas series, por supuesto, debe también demostrarse; tal
demostracion puede encontrarse en el capitulo 3 y en cualquier texto de célculo.!
Alternativamente, el sen x puede definirse como }a tnica solucién f(x) de la ecua-
cién diferencial f’(x) + f(x) = 0 que satisface f(0) =0, f'(0) = 1; y el cos x puede
definirse como la dnica solucién de f''(x) + f(x) = 0, f(0) =1, f'(0) = 0 (otra vez,
véase un texto de cdlculo para las demostraciones).

! Tal como, J. Marsden y A. Weinstein, Calculus, 2a. ed., Nueva York, Springer-Verlag, 1985,
cap. 12.
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La funcion exponencial

La funcién exponencial, denotada por e*, puede definirse como la tnica
solucién de la ecuacion diferencial f'(x) = f(x), sujeta a la condicién inicial f(0) = 1.
(Puede demostrarse que existe una unica solucién.) La funcién exponencial también
puede definirse por su serie de potencias:

x2 x3
eF=1l+x4+—F+—+---
2! 3!

Aceptamos del célculo el hecho que e* es una funcién de x, positiva y estricta-
mente creciente. Por tanto, para y > 0, log y puede definirse como la funcién inver-
sa de e*; esto es, e!°2 Y = y. Otro enfoque que es usado frecuentemente en libros de
cdlculo es empezar por definir

1
logy =| —dt
1

-

paray > 0y entonces definir e* como la funcién inversa de log y. (Nota: Muchos li-
bros de cdlculo escriben In y para el logaritmo con base en e. Como en la mayoria
de los textos avanzados de matemdticas, a lo largo de este libro escribiremos log y
envezdeln y.)

En esta seccion, se extenderdn estas funciones al plano complejo. En otras pala-
bras, se definirdn las funciones sen z, cos z, e* y log z para complejos z y sus restric-
ciones a la linea real serdn los usuales sen x, cos x, ¢* y log x. La exiension a los
nimeros complejos debe ser natural en el sentido que muchas de las propiedades
familiares de sen, cos, exp y log se conserven. Estas funciones, asi como la funcion
potencia z”, se estudiardn geométricamente més adelante en esta misma seccion.

Primero extenderemos la funcién exponencial. Sabemos del cdlculo que para
un niimero real x, e* puede representarse por su serie de Maclaurin:

2 3
e*=1+ al + al + X + o+
1! 2! 3!

Asi. debe ser de lo mds natural definir ¢” por

@) (iy)*
! 2!

1+ + e

para y € R. Por supuesto, esta definicion no es muy legitima, ya que la convergen-
cia de series en C no ha sido adn discutida. En el capitulo 3 se mostrard que esta se-
rie efectivamente representa un ndmero complejo bien definido para cada y, pero
por el momento, la serie es usada informalmente como la base de la definicién que
sigue, la cual serd precisa. Un ligero reordenamiento de la serie (usando el ejercicio
16, seccion 1.1.) muestra que

eU’: l_i+y_4_... + I __).7_,3__+y—5_...
A 4! 3! 5!
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Pero reconocemos que esto es simplemente cos y + i sen y. Por lo tanto, defi-
nimos.

eY=cosy+iseny.

Hasta aqui, hemos definido e® para z a lo largo de los ejes real e imaginario.
{Cémo definimos e? = ¢** 7 Deseamos que nuestra extensién de la exponencial
conserve las propicdades familiares y entre estas est4 la ley de los exponentes: e4*% =
e“ + eb. Este requisito nos obliga a definir e* *? = ¢* - ¢/, Esto puede expresarse en
una definicién formal:

Definicion 1.3.1. 5i z = x + iy, entonces definimos €* como €* (cos y + i sen y).

Noétese que si z es real (esto es, si y = 0), esta definicién coincide con la funcién
exponencial usual e*. El estudiante debe ser cauto en este punto, no estamos pen-
sando a e* como “e clevado a la «<potencia>> z” puesto que el concepto de expo-
nentes complejos no ha sido definido atn. La notacién € es meramente una abrevia-
tura de la funcién definida como e*(cos y + i sen y).

Existe también otra razén, puramente formal, para definir e’ = cos y + i sen y.
Si escribimos €'Y = f(y) + ig(y), notamos que puesto que queremos que e% =1,
debemos tener f(0) = 1y g(0) = 0. Al derivar con respecto de y nos da ie” = f' (y)
+ig'(y), por lo tanto, cuando y = 0, obtenemos f'(0) = 0, g'(0) = 1. Al diferenciar
nuevamente nos queda —e®* = f''(y) + ig"’(y). Si comparamos estos resultados con
e =f(y) +ig(y), obtenemos que ' '(y) + f(y) =0, f(0) = 1, f' (0) =0, de modo
que f(y) =cosy;y g"'(y)+g(y) =0, g(0) =0, g'(0) = 1, de modo que g(y) =sen
¥, por la definicién de sen y y cos y en términos de ecuaciones diferenciales. Asf,
obtenemos que e'¥ = cos y + i sen y, como en la definicién 1.3.1.

Algunas de las propiedades importantes de e* estdn resumidas en la siguiente
proposicién. Para enunciarlas necesitamos recordar la definicién de funcién periédi-
ca, a saber, una funcién f : C — C se llama periédica, si existe un w € C (llamado
periodo) tal que f(z+ w) =f(z) paratodaz € C.

Proposicion 1.3.2

(i) e**¥ =e¢%¥ para toda z,w € C.
(ii) e* nunca es Q.
(iii) Six es real, entonces €* > 1 cuando x > 0, y e* < 1 cuando x < 0.
(iv) lex+y =X,
(V) e1:i/2 = i, eni - _1, e31ril2 - —i, eZni =1.
(vi) e* es periddica, cualquier periodo de ¢* tiene la forma 2nni, n entero.

(vi1) €*=1siy solo si z = 2nmi para algiin entero n (positivo, negativo, o 0).
Demostracion

(i) Seaz=x+iyyseaw =s + it. Por nuestra definici6n de €2,
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eitw = e(x+s)+i(_v+f)

= e** [cos(y + 1) +isen(y +1)]

= [e* (cosy + iseny)] [e*(cost+1seni)]

al usar las férmulas de adicién para senos y cosenos y la propiedad, bien
conocida del cédlculo elemental, de que e***= e* - ¢* para ndmeros reales
Xy s. Asi, e?*" = e? . ¢" para cualesquiera nimeros complejos z y w.

(ii) Para cada z, tenemos que e* * e? = e’ = 1 ya que como sabemos la funcién
exponencial usual satisface e =1. Asf, e? nunca puede ser cero, porque si lo
fuera, entonces e? - % seria cero, lo cual no es cierto.

(iii) Esto se sigue del cédlculo elemental. Por ejemplo, es obvio que

X x? x3
=14 + + 4+ «+«+>1 cuandox>0
11 21 3!

e

(Otra demostracién, que utiliza la definicién de e*en términos de ecuacio-
nes diferenciales es la siguiente. Recordemos que e? es la dnica solucién
de f'(x) = f(x) con €® = 1 (x real). Dado que e¢* es continua y nunca se
hace cero, debe ser estrictamente positiva. Por lo tanto, (e*)' = ¢* es siem-
pre positiva y, en consecuencia, e* es estrictamente creciente. Asi, para
x>0,e*>1yparax<0,e*<1.)

(iv) Usando Izz'l =1zl 1zl (véase la proposicién 1.2.5), obtenemos

le** D] = le* el = le¥l le?l
=eXlcosy+isenyl yaquee*>0

=e* yaque cos? y +sen? y =1

(v) De la definicién, e™2 = cos (1/2) + i sen (7/2) = i. La prueba de las otras
férmulas es similar.

(vi) Suponga que e*+ " = ¢? para toda z € C. Haciendo z = 0, obtenemos e” = 1.
Si w = 5 + #i, entonces, usando (iv), e* = 1 implica que ¢* =1 y, por lo
tanto, s = 0 Asf, cualquier periodo es de la forma ti, t € R. Suponga que
e"=1,estoes,quecosr+isent=1. Entoncescost=1,sent=0,y, por
tanto, ¢ = 27tn para algin entero n.

(vii) € = 1, como hemos visto y e?™ = 1 pues e? es perlodlca por (vi). Reci-
procamente, e? = 1 implica que e?*? = e¢*' para toda z’; asf, por (vi), z =
27nni para algin entero n. l

. Cémo podemos representar e*? Conforme y va de O a 27, e” se mueve a lo
largo del circulo unitario en la direccién contraria a la de las manecillas del reloj,
alcanzando i en y = /2, —1 en &, — en 3n/2 y 1 nuevamente en 27. Asi, eV es el
punto sobre el circulo unitario con argumento y (véase figura 1.3.1).
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Y

- ® v - . -
Figura 1.3.1. Puntos en el circulo unitario.

Nétese que en forma exponencial, la representacién polar de un nimero com-
plejdf toma la forma

z = lzlei@g

la cual se abrevia algunas veces como z = ref®,

Las funciones trigonométricas

A continuacién, deseamos extender las definiciones de seno y coseno al plano
complejo. La extension de la exponencial al plano complejo sugiere un modo de ex-
tender las definiciones de seno y coseno. Tenemos que e*=cosy+iseny, y e ¥ =
cos y —i sen y, lo cual implica que

ey —e™ e+ e
seny =——~ y COSy =——
2i 2

Pero como e'Z estd definida ahora para cualquier z € C, esto nos conduce a formular
la siguiente definicién:

Definicion 1.3.3

el?— ¢t et it
sen =——— y COST =———
2i 2
para cualquier numero complejo z.

Nuevamente, si z es real, estas definiciones coinciden con las definiciones
usuales de seno y coseno aprendidas en cdlculo elemental.
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La siguiente proposicién enlista algunas de las propiedades de las funciones
seno y coseno, que ahora han sido definidas en todo C y no tan sélo en R.

Proposicion 1.3.4

(i) sen?z+cos?z=1. ¢ 3
(i) sen(z+w)=senz-senw +COSZ-COSW Yy
COS(Z+W)=COSZ-COSW—SENnZz-senw.

Otra vez, el estudiante debe ser cauto con estas férmulas, aun cuando son
plausibles, deben ser probadas, ya que hasta el momento nosotros conocemos su
validez sélo cuando w y z son reales.

Demostracion
et et \2 eit 4 gtz \2
(i) sen?z + cos?z = : +
2i 2 -
eZiz -2+ e—2iz eZiz +2 + 6‘21'1,
= + =1
-4 4
(ii) senz-cosw+COSZ+Sen w
. . . I3 . . ‘ - .
elz__e—lz elW+e—lW elZ+e-IZ eaw_e—rw
= . + .
2i 2 2 2i

la cual, al usar e'2 ¢'* = ¢/@+ W), se simplifica a

ei(z+w) _ e—i(z+w) ei(z+w)_ e—r'(z+w) ei(z+w) _ e—i(z+w)
X + : = - = sen(z+w)
4i 4i 2i

El estudiante puede verificar, en forma similar, 1a férmula para cos (z + w). I

Ademas del cos z y el sen z, podemos definir tan z = (sen z)/(cos z) cuando
cos z # 0 y obtener similarmente las otras funciones trigonométricas.

La funcién logaritmo

Definiremos ahora el logaritmo de tal forma que nuestra definicién coincida
con la definicién usual de log x, cuando x estd localizado en la parte positiva del
eje real. En el caso real podemos definir al logaritmo como la inversa de la expo-
nencial (esto es, log x = y es la solucién de e = x). Cuando permitimos a z variar
sobre C, debemos ser mds cuidadosos porque, como se ha mostrado, la exponen-
cial es periédica y por ende no tiene inversa. Mds aun, la exponencial nunca es
cero, por lo que no podemos esperar que se pueda definir el logaritmo en cero. Asi,
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debemos ser mds cuidadosos en nuestra eleccién del dominio en C sobre el cual pode-
mos definir el logaritmo. La siguiente proposicién indica cémo puede hacerse esto.

Proposicién 1.3.5. Dendtese por Ayo el conjunto de niimeros complejos x + iy tales
que y, Sy <y, + 2m; simbdlicamente,

AyO={x+iylxe RyyOSy<y0+21tl
Entonces ¢* mapea A, en forma uno a uno sobre el conjunto C\[o}.

Recuérdese que una funcién es uno a uno cuando manda cualesquiera dos pun-
tos distintos en dos puntos distintos; en otras palabras: dos puntos distintos nunca
son enviados al mismo punto. Afirmar que una funcién es sebre en un conjunto B,
significa que cada punto de B es la imagen de algiin punto bajo la funcién. La nota-
cién C\[O} significa todo el plano complejo menos el punto O; esto es, el plano com-
plejo con el origen removido.

Demostracién. Si €% = e?z, entonces e*1 "% = 1y asi z, — z, = 27in, para
algiin entero n, por la proposicién 1.3.2. Pero dado que ambos, z, y z,, estdn en
Ayo, donde la diferencia entre las partes imaginarias de cualesquiera dos puntos es
menor que 27, debemos tener que z, = z,. Este argumento muestra que e® es uno a
uno. Sea w € C con w # 0. Afirmamos que la ecuacién e* = w tiene solucién z en
Ay, -Laecuacién e*+¥ = w es equivalente a las dos ecuaciones e* =Iwly e = w /1wl
(¢por qué?). La solucidn de la primera ecuacion es x = log Iwl, donde “log” es el
logaritmo ordinario definido en la parte positiva del eje real. La segunda ecuacién
tiene una infinidad de soluciones y, y cada una de ellas difiere de las otras por un
miiltiplo entero de 27, pero exactamente una de €stas estd en el intervalo [y, y, + 27[.
Esta y es simplemente arg w, donde el rango especificado para la funcién arg w es
[¥ o Yo+ 27[. Asi, e® es sobre en C\{O}. |

Los conjuntos definidos en esta proposicién se muestran en la figura 1.3.2.
Aqui ¢? mapea la banda horizontal entre y i y (¥, + 2%)i en forma uno a uno sobre
C\[O}. (La notacién z — f(z) es usada para indicar que z es mandada a f(z) bajo la
funcioén f.)

Yol

Figura 1.3.2. e? es una funci6én uno a uno y sobre en C\[0}.
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En la demostracién de la proposicion 1.3.5 también se dedujo una expresion
implicita para la inversa de e?, restringida a la banda y, < Im z'< y, + 21 y esta ex-
presién es enunciada formalmente en la siguiente definicion.

Definicion 1.3.6. La funcion log: C\{O] — C, con rango y, < Im log z <y, + 2m,
estd definida como

logz=Iloglzl +1iarg z, .

donde arg z toma valores en el intervalo [y,, y, + 2nl y log Izl es el logaritmo usual
del nimero real positivo lzl.

Algunas veces, esta funcién es referida como “la rama de la funcién logarit-
mo en {x +iyly, Sy <y + 2m}’. Pero, debemos recordar que la funcién log z
estd bien definida cuando especificamos un intervalo de longitud 27 en el cual
arg z toma sus valores, esto es, cuando se elige una rania especifica. Por ejemplo,
supéngase que ¢l intervalo especificado es {0, 2n[. Entonces log(l + i) = log V2
+ IT/4. Sin embargo, si el intervalo especificado es [T, 3%[, entonces log (1 + ) =
log V2 + i9m/4. Cualquier rama del logaritmo definida de esta forma sufre un salto
repentino conforme z se mueve a través del rayo arg z = y,. Para evitar esto, uno
puede restringir el dominio a y, <y <y, + 2%. Esta idea serd importante en la sec-
cién 1.6.

Proposicién 1.3.7. log z es la inversa de e* en el siguiente sentido: Para cualquier
rama de log z, tenemos que e'%2 2 =1z, si escogemos la rama comprendida en'y ; <y
<Yo+2m, entonceslog (e )=zparaz=x +iy yy, <y <yg+ 21.

Demostracion. Dado que log z =log Izl + i arg z,

elogz — eloglzl Pl BT = |Z|eiargz= Z

Reciprocamente, suponga que Z =X + iy y ¥, <y < ¥, + 27. Por definicién, log e? =
log ledl + i arg e Pero le?l = ¢* y arg e* = y por nuestra eleccién de la rama. Asi,
loge’=loge*+iy=x+iy=z. M

El logaritmo definido en C\|0] se comporta de la misma manera con respecto
del producto, que el logaritmo restringido a la parte positiva del eje real.

Proposicion 1.3.8. Siz,z, € C\{O], entonces log (z,z,) = log z, + log z, (excepto
por la adicion de un miiltiplo entero de 2ri).

Demostracion: log z,z, = log lz,z,| + i arg (z,z,), donde se ha elegido un in-
tervalo [y, ¥, + 2n[ para los valores de la funcion arg. Sabemos que log Iz ,z,l =
log Iz Iz, l=log iz |} + log Iz, y arg (z,z,) = arg z, + arg z, (excepto por un muil-
tiplo entero de 2®). Entonces log z, z, = (loglz || + i arg z) + (loglz,l + i arg z,) =
log z, + log z, (excepto por miltiplos enteros de 2ri).1l
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Para ejemplificar: Encontremos log [(-1 — £} (1 — i)] donde el rango de la funcién
arg es escogido como, por gjemplo, [0, 21t[. Entonces log [(-1 —i) (1 —i)] =log (-2) =
log 2 + mi. Por otra parte, log (-1 — i) =log V2 +i5n/4 y log (1 - i) =log V2 +i7n/4.
Asf, log (-1 — i) + log (1 — i) =log 2 + i31t = (log 2 + i) + 21i; por lo que en
este caso, cuando z, =-1 -iy z, = 1 -, log z,z, difiere de log z, + log z, por
2mi.

La propiedad basica de la proposicién 1.3.8 puede ayudar a uno a recordar la
definicién de log z si se escribe log z = log (re’®) = log r + log ¢'® = log Izl + iarg z.

Potencias complejas

Estamos ahora en posicién de definir el término a®, donde a, be Cya # 0
(Iéase “a elevado a la potencia b’’). Por supuesto, no importa cémo definamos a”,
la definicién debe reducirse a la usual cuando a y b son niimeros reales. El truco
consiste en notar que a también puede escribirse como €'°8¢ de acuerdo a la propo-
sicién 1.3.7. Si b es un entero, tenemos que a®? = (e'°8 4)¢ = ¢ °2 4, Esta ltima
igualdad es vélida ya que si n es un entero y z es cualquier nimero complejo, (e?)" =
e?+ ++ e* = e"* por la proposicién 1.3.2 (i), lo que nos conduce a formular la si-

guienté definicion.

Definicién 1.3.9. a® (donde a, b € C y a # 0) se define como e® 8 3, se sobreen-
tiende que se ha elegido algiin intervalo [y, y, + 2n[ (esto es, una rama de log),
en el que la funcion arg toma sus valores.

Es de extrema importancia entender precisamente lo que esta definicién invo-

lucra. En especial nétese que, en general, log z es una funcién “multivaluada”; esto
es, a log z se le pueden asignar varios valores distintos porque pueden elegirse di-
ferentes intervalos [y, ¥, + 27[. Esto no es sorprendente, ya que si b = 1/q, donde
g es un entero, entonces nuestro trabajo previo con la férmula de De Moivre nos
llevaria a esperar que a”sea una de las g-ésimas raices de a y, por tanto, debe tener
g valores distintos. El siguiente teorema dirime este punto.
Proposicién 1.3.10 Sean a, b € C, a # 0. Entonces a® es univaluada (esto es, el valor
de ab no depende de la eleccion de la rama de log) si 'y sélo si b es un entero. Si b es
un nimero real racional y si b = p/q estd en su forma reducida (en otras palabras, si
p ¥ q ho tienen factores comunes), entonces aP tiene exactamente q valores distintos,
a saber, las q raices de aP. Si b es real e irracional o si b tiene parte imaginaria
diferente de cero, entonces aP tiene una infinidad de valores. Cuando a® tiene
distintos valores, estos valores difieren por un factor de la forma e*™™i,

Demostracién. Elfjase un intervalo, por ejemplo, [0, 27, para los valores de
la funcién arg. Sea log z la rama correspondiente del logaritmo. Si escogiéramos
cualquier otra rama de la funcién log, obtendriamos log a + 2nni en lugar de log a,
para algiin entero n. Asi, ab= ebloga +2mnbi = gbloga . g2mnbi_ donde el valor de n de-
pende de la rama del logaritmo (esto es, del intervalo elegido para los valores de la
funcién arg). Pero por la proposicién 1.3.2, e2™ es ¢l mismo valor para diferentes
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valores de n si y s6lo si b es un entero. Similarmente puede mostrarse que e 2™ P/q
tiene g valores distintos si p y g no tienen factores comunes. Si b es irracional y
si e2mnbi = g2mmbi e gjpue que e2®P) 1 -m) =1 y_por tanto, b(n — m) es un entero;
dado que b es irracional, esto implica que n—m = 0. Asi, si b es irracional, e?™i
tiene una infinidad de valores distintos. Si b es de la forma x + iy, y # 0, en-
tonces e2mhi = p=2mny . p2Wnix que también tiene una infinidad de valores dis-
tintos. @

Reiteramos: Cuando escribimos ¢?1°2 @, se sobreentiende que se ha elegido al-
guna rama de log y, acorde con esto, e? 1929 tiene un valor bien definido. Pero al
cambiar la rama de log, obtenemos valores de e?1°24 que difieren por un factor de la
forma e2™"?_ Esto es lo que entendemos cuando decimos que a”? = ¢?'°84 es “multi-
valuada”.

Un ejemplo debe clarificar esto. Sea a = 1 + i y sea b algin nimero real ¢
irracional. Entonces la infinidad de posibles valores distintos de a® son dados por
eb[log (1 +H+2rni] — eb (log V2 + in/4 + 2xni) = (eb!og V2 + ibn:/4) eb21tm‘ a medida que n toma
todos los valores enteros (cada uno correspondiente a una eleccién diferente de la
rama). Por ejemplo, si usamos la rama correspondientc a [-%, ©[ o [0, 2x[,
hariamos n = (.

Algunas propiedades de a® aparecen en los ejercicios al final de esta seccién,
pero ahora estamos interesados en el caso especial en el que b es de la forma 1/n,
porque éste nos da la raiz n-ésima.

La funcion raiz n-ésima
Sabemos que "/ z tiene exactamente n valores para z # (. Para obtener una

funcién especifica debemos nuevamente escoger una rama de log como se describié
en el parrafo anterior.

Definicion 1.3.11. La funcidn raiz n-ésima se define como.
lﬁ* =7z I/n _ e(]og z)/n

para una eleccion especifica de la rama de log z; con esta eleccion, z = e (log 2/
es llamada una rama de la funcidn raiz n-ésima.

El siguiente teorema no debe sorprendernos.

Proposicién 1.3.12. Yz asi definida, es una raiz n-ésima de z. Se obtiene como
sigue. Si z =re'®, entonces

Nz = Urei®h

donde O es elegida de modo que permanezca dentro de un intervalo particular
correspondiente a la rama elegida. Conforme se agregan miiltiplos de 21 a 0, obte-
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» , Ny - . - .
nemos las n raices n-ésimas de z. En el lado derecho,\' T es la raiz n-ésima positiva
del niimero real positivor.

Demeostracion. Por nuestra definicion.

n\/—'z“' = gllog2in

Pero logz=1logr+i0, asi

e(log 2 e(log ryn , eiB/n = r{[ ’Tei(-]/n

La afirmacion es entonces clara.

El lector debers, ahora, tomar su tiempo para convencerse de que este modo de
describir las 1 raices n-ésimas de z es el mismo que et descrito en el corolario 1.2.3.

«

Geometria de las funciones elementales
Para entender mejor las funciones z”, 'V Z, e? y log z, consideraremos la inter-
pretacién geométrica de cada una de ellas en lo que resta de esta seccién. Empecemos
con la funcién potencia z”, con 1 = 2. Sabemos que z? tiene longitud IzI? y argu-
mento 2 arg z. Asi, la funcién z — z2 eleva al cuadrado las longitudes y duplica los
argumentos (véase figura 1.3.3).

Eje imaginario v
2
A A Z
7> 72
T
20
o » Eje real -t

Figura 1.3.3. Funcion elevar al cuadrado.

Debe ser claro, de la duplicacién de dngulos, que la funcién potencia z?2 trans-
forma el primer cuadrante en todo el semiplano superior (véase figura 1.3.4). Simi-
larmente, el semiplano superior es transformado en la totalidad del plano.
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Figura 1.3.4. Efecto de la funcién elevar al cuadrado en el primer cuadrante.

Considérese ahora la funcién raiz cuadrada Vz = V re’®2. Suponga que elegi-
mos una rama especificando el intervalo 0 < 0 < 2x. Entonces 0 €0/2 < =, por lo

tanto, | z permanece siempre en el semiplano superior y los d4ngulos se reducen a la
mitad. La situacién es similar a la de la exponencial ya que z —>V z es la inversa de
z +— 22, cuando la dltima se restringe a la regién en la cual es uno a uno. En la
misma medida, si elegimos la rama -1t < 0 < Tt tenemos que -n/2 < 0/2 < 1t/2,
por lo que | z toma sus valores en el semiplano de la derecha en lugar del semipla-
no superior. (En general, puede usarse cualquier “semiplano”, véase figura 1.3.5).

Si elegimos una rama especifica de |/ z, también elegimos cudl de las dos posibles
raices cuadradas obtendremos.

- = oy - s anon o [/

Figura 1.3.5. La funcion elevar al cuadrado y su inversa.

Pueden formularse varios enunciados geométricos en relacién a la funcién z —> z2

que también dan informacion sobre la inversa, z — | z. Por ejemplo, un circulo de ra-
dio r, descrito por el conjunto de puntos re'®, 0 < 0 < 2x, es transformado en r2e/2°,
un circulo de radio r?; conforme re’® se mueve una vez alrededor del primer
circulo, el punto imagen da dos vueltas (véase figura 1.3.6). El mapeo inverso
hace lo contrario: conforme z se mueve alrededor del circulo re’® de radio r, Jz
se mueve la mitad de rdpido alrededor del circulo | re™®? de radio | r.
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Figura 1.3.6. Efecto de la funcion elevar al cuadrado en un circulo de radio .

Los dominios correctos sobre los cuales z — ¢y z = log z son inversas, se han
discutido ya (véase figura 1.3.2). Notemos que una linea y = constante, descrita
por los puntos x + iy conforme x varfa, son mapeados por la funcién z > e® en
puntos e*e”, que es un rayo con argumento y. Conforme x varia de —© a +, el
punto imagen sobre ¢l rayo va desde 0 hasta infinito (véase figura 1.3.7). Similar-
mente, la linea vertical x = constante es mapeada en un circulo de radio e*. Si res-
tringimos y a un intervalo de longitud 2, el circulo imagen es descrito una vez,
pero si no se restringe y, el circulo imagen es descrito un nimero infinito de veces
conforme y varia de — a +. El logaritmo, que es la inversa de e?, mapea puntos
en la direccién contraria a e%, como se muestra en la figura 1.3.7. Debido a la natu-
raleza especial de las regiones en forma de banda en las figuras 1.3.2 y 1.3.7 (sobre
ellas e?es uno a uno) y debido a la periodicidad de e?, estas regiones merecen un
nombre. Ellas son usualmente llamadas bandas de periodicidad de .

y logz <z v
(yy + 21 VN
s memmEm === vt
Banda de periocidad add
2ol
Yo X = constante
x i
X " >
y = constant
o

Figura 1.3.7. Geometria de e’y log z.

Ejemplos resueltos

1.3.13. Encuentre las partes real e imaginaria de exp e*. (exp W es otra forma de escribir e¥.}

Solucion. Sea z = ® + iy, entonces e? = e* cos y + ie* sen y. De este modo exp e* =
et Y [cos (e* sen y) + i sen (e* sen y)]. En consecuencia, Re (exp e?) = (e®c0s )
cos (e sen y) € Im (exp e?) = (e€%Y) X (e* seny).
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1.3.14. Demuestre que sen (iy) = i senh y, donde, por definicion,

ey — e Y
senhy =
2
Solucion.
e _ g=ily) eY—e™
sen (iy) = - =j ——— = isenhy.
2i 2

1.3.15. Encuentre todos los valores de i'.

1.3.16.

1.3.17.

Solucion.

l't' — eilog,' — ei[log L + (in/2) + (2rn)i] — (e—ZTl:n)e—m'2= eu2n(n + 1/4)

Todos los valores de i’ estdn dados por la tltima expresién conforme toma valores
enteros,n=0, 1, =2, ... ‘

1
Resuelva cos z = =-

L. . 1
Solucién. Sabemos que z, = *(%/3 + 2nn), n entero, resuelven la ecuacién cos z =,
vamos a mostrar ahora que z,, n =0, 1, ..., son las #nicas soluciones; esto €s, no
hay soluciones fuera del eje real. Hemos dado

eiz+e—iz 1
cosz = —mm = —
2 2

En consecuencia e2? —ei® + 1 =0, asf eZ=(1 £ -3)/2= '7 +J 3i/2. Por lo tanto
iz = log (—,i,— +3i/2) = *log (1 +V3i/2),yaque 5 + V3ir2yt —V3i/2 son reci-
procos uno del otro. Obtenemos asi

. 1 V3 . > . n
z =*ilog ?+ > i)|==i logl+—3:+2nm = ?+2nn

Comsidere la rransformacién? z — sen z. Muestre gue lineas paralelas al eje real

son transformadas en elipses y que lineas paralelas al eje imaginario son
rransformadas en hipérbolas.

Solucion. Usando la proposicién 1.3.4 (véase también el ejemplo 1.3.14), lobtenemos

sen z

sen(x + iy) = sen x cos(iy) + sen(iy} cosx

senxcoshy + isenhycosx

2 La palabra mapping, en el original, se tradujo indistintamente por funcion, transformacion o

transformada, excepto en algunos casos que se tradujo como rnapeo para ajustarse al uso establecido en
Meéxico. (N. del E.)
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1.3.18.

donde

h e¥+e™ h e¥—e?
CosN y = —wmememmoniscmameer y senhy =
2 2

Suponga que y = y, es constante; entonces, si escribimos
senz=u+1iv
tenemos

2 2

i 1%

=1

+
2 2
cosh” y, senh” y,
Puesto que sen? x + cos2x = 1. Esta es una elipse.

Similarmente, si x = x,, es constante, de la ecuacién cosh? y — senh? y = 1 obte-
nemos

u? V2
2 - 2 =1
sen? x, cos? x,,

la cual es una hipérbola.

Sea f(z) = z? y suponga f(z ;) = a + bi. Describa las curvas definidas implicitamente
en el plano xy por las ecuaciones Re £(z) = a e Im f(z) = b. Demuestre que estas
curvas son perpendiculares una de la otra en el punto z,.

Solucién. Si z = x + iy, entonces f(z) = x? — y? + 2xyi. Las curvas deseadas son las
hipérbolas x2 — y2 = a y xy = b/2, las cuales estdn esbozadas en la figura 1.3.8 para
el caso en que a > 0 y b > 0. Estas curvas son las curvas de nivel de las funciones
u(x, ) = x2 — y2 y v(x, y)= 2xy. Los vectores normales a ellas estdn dadas, del
céalculo, por sus gradientes,

Vi = (2x,-2y)
Vv = (2y, 2x)

En un punto z, = x, + iy, sobre ambas curvas, su producto punto es Vu - Vy =
4x,y, — 4y,xo = 0. Los vectores normales son entonces perpendiculares uno del
otro en z, y de esta manera las curvas lo son también.



Ejercicios

-
" ot

Figura 1.3.8. Los conjuntos de nivel de Re f(2) e Im f(z) para f(z) = 22,

1. Exprese en la forma a + bi:

a) e+i b)
2. Exprese en la forma a + bi:

a) e3-i b)

3. Resuelva:

3
a) cosz = — + il4 b)
4
4. Resuelva
3 .
a) senz = »I + il4 b)

5. Encuentre todos los valores de:
a) logl b)
6. Encuentre todos los valores de:

a) log (i) b)

sen (1 +1)

cos (2 + 30

cosz=4

senz =4

log i

log (1 + )

51
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7.

10

11.

12.

13.
14.

15.
16.

17.

18.
19.

20,

21.

22,

23.

Encuentre todos los valores de:
a) (-i) by (1+)t+¢
Encuentre todos los valores de:

a) (~1y b) 2

. ¢Para qué valores de z se satisface (e%) = ei??

Denétese por ¥ la rafz cuadrada particular definida por ¥ r(cos 0 + i sen ) = r'2 [cos
(8/2) + i sen (6/2)], 0 < 0 < 2x; la otra raiz es r'2 {cos[(8 + 2x)/2] + i sen [(O + 2m)/2]).
(Para qué valores de z se cumple la ecuacién Vz2=7?

¢ Sobre qué rayos a través del origen (un rayo estd determinado por arg z = costante)

existe lim led?
1>

Pruebe que

[1 (1+iz)“2]
z =tan {— log -
i 1-1iz

N : . .
Simplifique e*”, %, y ¢!/2 donde z = x + iy. Para e /2 especificamos que z # 0.

Examine el comportamiento de e* * % cuando x = * y el comportamiento de e* + ¥
cuando y — *wx,

Pruebe que sen (-z) = —sen z, que cos (~z) = cos z, y que sen (K /2 — z) = cos z.

Defina senh y cosh sobre todo C como senh z = (e ~ e79)/2 y cosh z = (e? + e~?)/2.
Pruebe que:

a) cosh?z—senh?z=1

b) senh (z, + z,)= senh z, cosh z,+coshz, senh z,
c¢) cosh (z, +z,) = cos z, cosh Z,+senh z, senhz,
d) senh (x + iy)=senh x cos y + i cosh x sen y

e) cosh (x+iy)=coshxcosy+isenhxseny

Use la ecuaci6n sen z = sen x cosh y + i senh y cos x, donde z = x + iy para probar que
Isenh yl < Isen zl < Icosh yl.

Si b es real, pruebe que la®l = lal b
(Es cierto que la®l = lal' para toda a, be C?

a) Para los niimeros complejos a, b, ¢, pruebe que a®a¢= a®* <, usando una rama fija del log.
b) Demuestre que (ab)‘ = a“b¢ si escogemos ramas tales que log (ab) = loga+log b
(sin 2mni extra).

Usando coordenadas polares, demuestre que z — z + 1/z mapea el circulo 1zl = 1 en el
intervalo [-2, 2] sobre el eje x.

a) {Sobre qué mapea la funcién z — z3 al primer cuadrante?
b) Discuta la geometria de z — ¥ z como fue hecho en el texto para Vz.

La funcién z — 1/z toma al exterior del circulo unitario en el interior (excluyendo al
cero) y viceversa. ;, En qué son transformadas las lineas arg z = constante?



24.
25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.
32.
33.

34.

35.

1.4. FUNCIONES CONTINUAS 53

(Cuél es la imagen de lineas horizontales y verticales bajo z+> cos z?

(Bajo qué condiciones se satisface que log ab = b log a para nimeros complejos a, b?

(Use larama del log con -t <0 < 7).

a) Demuestre que bajo la funcién z — z2, lineas paralelas al eje real son transformadas
en parabolas.

b) Pemuestre que bajo (una rama de) z — 'z, lineas paralelas al eje real son transfor-
madas en hipérbolas.

Demuestre que las n rafces n-ésimas de la unidad son 1, w, w?, w3, ..., w"!, donde

w= eZm’/n.

Demuestre que las identidades trigonométricas pueden deducirse si se supone que

ei(x‘ +X,) — eixl,ein.

Demuestre que senz=0siz=km, k=0, £1, *2, .. ..

Demuestre que el seno y el coseno son peri6dicas con periodo minimo 21, esto €s, que

a) sen (z + 2m) = sen z para toda z.
b) cos (z + 2m) = cos z para toda z.
¢) sen (z + W) = sen z para toda z, implica que ® = 21n para algidn entero n.
d) cos (z + ) = cos z para todo z implica que ® = 2%n para algiin entero n.

Encuentre el méximo de Icos zl en el cuadrado 0 S Re z < 2%, 0 <Im z £ 27.

Demuestre que el log z = 0 si z =1, usando la rama con ~T < arg 2 <.

Calcule numéricamente, hasta dos cifras significativas, lo siguiente: e32+6li log
(1.2 - 3.0i), sen (8.1i — 3.2).

Demuestre que sen z mapea la banda —1/2 < Re z < 1t/2 sobre C\zlImz=0yReZ
=1,

Discuta la funcién inversa sen~! z, cos™! z. Por ejemplo, ;es el sen z uno a uno en 0
<Rez<2n?

1.4. FUNCIONES CONTINUAS

En esta seccién y en la siguiente, seran analizadas las nociones de continuidad

y diferenciabilidad para funciones con valores complejos de una variable compleja.
Los resultados son muy similares a aquellos aprendidos en el célculo de funciones
de variables reales. Estas secciones se dedicardn principalmente a la teoria bésica.
Esta teorfa ser4 aplicada a las funciones elementales en la seccién 1.6.

Dado que C es R con la estructura adicional de la multiplicacién compleja, va-

rios conceptos geométricos pueden ser trasladados de R? a la notacién compleja.
Esto ya ha sido hecho para el valor absoluto, Izl el cual es igual a la norma o longitud
de z considerado como un vector en RZ. M4s atin, muy pronto el estudiante seré
capaz de usar sus conocimientos del cdlculo de funciones de dos variables en el estu-
dio de funciones de una variable compleja.

Conjuntos abiertos

Primero es necesario poder disponer de la noci6n de un conjunto abierto. Un con-

junto A C C = R? es abierto, cuando para cada punto z, en A, existe un nimero
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real € > 0 tal que z € A siempre que Iz — z, < & (véase figura 1.4.1). Note que el va-
lor de € depende de z,;, conforme z,, se acerca a la “orilla” de A, £ se hace més pe-
quefia. Intuitivamente, un conjunto es abierto si no contiene a ninguno de sus puntos
“frontera” u “orilla”.

Figura 1.4.1. Un conjunto abierto.

Para un nimero r > 0, la r-vecindad o r-disco en torno a un punto zgen C, se
define como el conjunto D(z; r) = { ze Ctalque lz -zl <r ] Como préctica, el
estudiante debe probar que para cadaw,e Cy r> 0, el discoA ={z e C tal que
Iz - wl < r] es en si mismo, abierto. Una r-vecindad agujerada, es una r-vecindad
cuyo centro ha sido removido. Por lo que una vecindad agujerada tiene la forma
D(z4 T\ [zo}, la cual representa al conjunto D(z,; r) menos el conjunto con un solo
elemento [zo} (véase figura 1.4.2). Una vecindad de un punto Z, s, por definicion,
un conjunto abierto que contiene a z,. Asi podemos reformular la definicién de
“abierto” como sigue; un conjunto A es abierto, si para cada Zy en A, existe una r-
vecindad de z, totalmente contenida en A,

Las propiedades bdsicas de los conjuntos abiertos se recopilan en la propo-
sicién 1.4.1.

Figura 1.4.2. Una vecindad (a) y una vecindad agujerada (b).
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Proposicion 1.4.1

(i) C es abierto.
(ii) El conjunto vacio, O, es abierto.
(iii) La unién de cualquier coleccion de subconjuntos abiertos de C es abierta.
(iv) La interseccion de cualquier coleccion finita de subconjuntos abiertos de
C es abierta. ‘

Demostracién. Las dos primeras afirmaciones son vilidas casi por definicion;
la primera porque cualquier € serv1.ré para cualquier punto z, y la segunclia porque
no hay puntos para los que se requiera encontrar una g. Al lector se le pide dar la
demostracién de las dltimas dos afirmaciones en los ejercicios 19 y 20, al final de
esta seccion.

Funciones, limites y continuidad

Sea A un subconjunto de C. Recordemos que una funcion f: A — C asigna
un punto especifico f(z) en C a cada punto z en A. El conjunto A es llamado el
dominio de fy decimos que f estd definida en A. Cuando el dominio y el rango
(el conjunto de valores que toma f) son ambos subconjuntos de C, como aqui,
hablamos de f como una funcién compleja de una variable compleja.
Alternativamente, podemos pensar a f como una funcién f: A C RZ > RZ% en
tal caso f es llamada una funcién de dos variables reales con valores
vectoriales. Para f: A C C — C, podemos escribir z =x + iy = (x, y) y definir
u(x, y) = Re f(z) y v(x, y) = Im f(z). Entonces u y v son simplemente las
componentes si se piensa a f como una funcién vectorial. Por tanto, podemos
escribir, de manera tnica, f(x + iy)= u(x, y) + i(x, y), donde u y v son funciones
reales definidas en A.

Enseguida vamos a transcribir la nocién de limite a la notacién de ndmeros
complejos.

Definicién 1.4.2. Sea f definida en un conjunto que contiene alguna r-vecindad
agujerada de z,,. La expresion

lim f(z)=a

Z-—)Zo

significa que para cada € > 0, existe una 6 >0 tal que z & D(zyDhz#zp ylz—2yl <
3 implica que If(z) — al < €.

La expresion en esta definicién tiene el mismo significado intuitivo que el que

tiene en célculo, a saber, f(z) estd cerca de a cuando z estd cerca de z,. No es nece-

. sario definir f sobre toda la vecindad agujerada para tener una teorfa de limites

vélida, pero se usan aqui las vecindades agujeradas por motivo de simplicidad y
también porque tal tratamiento serd mds apropiado a lo largo del texto.

Exactamente como con los nidmeros reales y con las funciones de valores reales,
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una funcién no puede tener mds de un limite en un punto y los limites se comportan
bien con respecto de las operaciones algebraicas.
Este es el contenido de las siguientes dos proposiciones.

Proposicion 1.4.3. Los limites son tinicos, si existen.

Demostracién, Suponga que limf(z)=ay que limf(z) =bcona # b. Sea2e =

la — bl, de modo que € > 0. Existe una & > O tal que 0 < Iz — z | < 8 implica que
1f(z) — al <€y |f(z) — bl < &. Elijase un punto tal que z # z, (puesto que f estd
definida en una vecindad agujerada de z,). Entonces, por la desigualdad del
tridngulo, la — bl < la — f(2)l + 1f(z) — bl < 2¢, lo cual es una contradiccién. Por lo
tantoa=5. 1

Proposicion 1.4.4. Si 1im f(z) = a y lim g(z) = b, entonces

Z.-*-)Zo Z—-)Zo

(i) 1fim [f(z) + g(z)] =a+b.

Z—)Zo

(ii) lim [ {(z) g(z)] = ab.

Z—)Zo

(iii) im [ f(z)/g(z)] = a/b si b = 0.

Z—)Z0

Demostracién. Unicamente se probard aqui la afirmacién (ii). La demostra-
cion de la afirmacién (i) es facil y la demostracién de la afirmacién (iii) es ligera-
mente mds retadora, pero el lector puede obtener las claves necesarias a partir del
correspondiente caso de variable real. Para probar la afirmacién (ii), escribimos

If(2)g(z) —abl < 1f(2)g(z) — f(2)bl + 1f(2)b —abl  (desigualdad del tridngulo)
=1f (Dl g(z) - bl +1f(z) —al lbl (factorizando)

Queremos estimar cada término. Para hacerlo, escojamos &, > 0 de modo que
0 <lz -z, < &, implique que If(z) — al < 1 y, por lo tanto, If(z)l <lal + 1, ya
que | f(2) —al 2 1f(z)l —lal, por la proposicién 1.2.5 (vi).

Dada € > 0, podemos escoger 8, >0, tal que 0 < Iz — z,| < 8, implique que

£ .
If(z)«—al<{ 251 P70

1 si b =0
y 8, >0 tal que si0<lz— zol < &5, entonces

€

lg(z) — bl < ‘z’m
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Sea & lamenor de §,, 3,, ;. Entonces, si 0 <lz -zl < 5,

|f(2)g(z) — abl < If(2)lig(z) — bl + 1£(z) — al Ibl

<& () + LY (si b # 0; si b =0 reemplace el segundo

£ £
<—+—=—=¢
2 2

Definicién 1.4.5. Sea A C C un conjunto abierto y sea f: A — C una funcion.
Decimos que f es continua en z, € A siy solo si

lim f(z) = f(z,)

Z 7,
y que f es continua en A si f es continua en cada punio z, en A.

Esta definicién tiene el mismo significado intuitivo que en cdlculo elemental: Si z
estd cerca de z,, entonces f(z) estd cerca de f(zg). De la proposicién 1.4.4 podemos
inmediatamente deducir que si fy g son continuas en A, entonces también lo son la
suma f+ g y el producto fg, y también f/g si g (z,) # 0, para todos los puntos z, en A.
Es también verdadero que una composicién de funciones continuas es continua.

Proposicién 1.4.6

(i) Silim f(z) = ay h es una funcion definida en una vecindad de a y es conti-
nua en a, entonces lim h (f(z)) = h(a).

(ii) Sif es una funcion continua en un conjunto abierto A en Cy h es continua
en f(A), entonces la funcién composicion (h o f) (z) = h (f(z)) es continua
en A.

Demostracion. Dada € > 0, existe una 8,> 0 tal que la(w) — h(a)l < € cuando
lw — al < §, y existe una & > 0 tal que If(z) —al < 8, cuando 0 < Iz — z(| < &. Por
tanto obtenemos |h(f(z)) — h(a)l < € cuando 0 < Iz — z,| < §, lo cual establece (i).
Una demostracién de (ii) se sigue a partir de (i) y se pide en el ejercicio 22 al final
de esta seccion. H ‘

Sucesiones

El concepto de sucesiones convergentes de nimeros complejos es anédlogo a
aquel para sucesiones de nimeros reales estudiado en cdlculo. Una sucesion z , n =1,
2,3,...,de puntos de C converge a z,si y sélo si para cada € > 0, existe un entero N
tal que n > N implica Iz, — z,} < €. El limite de una sucesién se expresa como

hmzn=z:0 o z,—2Z

n—®
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Los limites de sucesiones tienen las mismas propiedades (obtenidas por las
mismas demostraciones) que los limites de funciones. Por ejemplo, el limite es
dnico si €ste existe; y siz, — z,y w, = w,, entonces

(1) 2, W, >+ w,

(i) z,w, > z,w,

(i) z,/w, = z,/w, (si wy y w, no son 0)

También, z, — z,si Re z, — Re z, ¢ Im z, — Im z,. Una prueba de esto para
funciones, se pide al final de la seccion en el ejercicio 2.

Una sucesion z, es llamada una sucesion de Cauchy, si para cada € > 0 existe
un entero N tal que iz, —~ z | < € cuando ambas, » 2 N 'y m = N. Una propiedad
basica de los nimeros reales, la cual serd aceptada sin demostracién, es que toda

sucesién de Cauchy en R converge. Mis precisamente, si | x ; |>_, esuna sucesién

de Cauchy de nimeros reales entonces existe un nimero real x, tal que lim x, = x,,.

n— oo
Esto es equivalente a la completez del sistema de los niimeros reales.? Del hecho de
que z, =z, si Re z, > Rez,elm z,—>Imzg, podemos concluir que

toda sucesion de Cauchy en C converge.

Este es un punto técnico, pero es Gtil en las demostraciones de convergencia,
como veremos en el capitulo 3.

Debe notarse que existe un vinculo entre sucesiones y continuidad, a saber,
f 1A C C — Ces continua si para toda sucesién convergente z, — z, de puntos en
A (estoes, z, € Ay zy € A), tenemos f(z,) = f(zy). Se pide que el estudiante de-
muestre esto en el ejercicio 18 al final de esta seccidn.

Conjuntos cerrados

Se dice que un subconjunto F de C es cerrado, si su complemento, C\F =
{z eCl ze F } es abierto. Tomando complementos y usando la proposicion 1.4.1,
uno descubre las siguientes propiedades de los conjuntos cerrados.

Proposicion 1.4.7

(i)} El conjunto vacio es cerrado.
(i) C es cerrado. .
(iii) La interseccion de cualquier coleccion de subconjuntos cerrados de C es
cerrada.
(iv) La union de cualquier coleccion finita de subconjuntos cerrados de C es
cerrada.

3 Ver, por ejemplo, J. Marsden, Elementary Classical Analysis, Nueva York, W.H. Freeman and
Company, 1974.
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Los conjuntos cerrados y abiertos son importantes por su relacién con las fun-
ciones continuas y las sucesiones, y por otras construcciones que veremos después.

Proposicion 1.4.8. Un conjunto F C C es cerrado si siempre que z', 22,23, . . . es
una sucesion de puntos en F tal que w = lim z_ existe, entonces w € F.
n — oo

Demostracion. Suponga que F es cerrado y que z, es una sucesién de puntos
en F. Si D(w; r) es cualquier disco alrededor de w, entonces, por la definicién de
convergencia, z, estd en D(w; r) para n suficientemente grande. Asi, D(w; r) no
puede estar contenida en el complemento de F. Ya que el complemento es abierto,
w no debe estar en el complemento de F. Debe estar en F.

Si F no es cerrado, entonces el complemento no es abierto. En otras palabras,
hay puntos w en C\F tales que ninguna vecindad de w estd contenida en C\F. En
particular, podemos escoger puntos z, en £ ™ D(w; 1/n); esto nos da una sucesion
convergente de puntos en F cuyo limite no estien 7. W

-

Proposicion 1.4.9. Si f: C — C, las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) fes continua.
(i) La imagen inversa de cualquier conjunto cerrado es cerrada.
(iii) La imagen inversa de cualquier conjunto abierto es abierta.

Demostracion. Para demostrar que (i) implica (ii), suponga que f es continua
y que F es cerrado. Sea z,, Z,, Z5, - . . una sucesién de puntos en f1(F)y
suponga que z, — w. Puesto que fes continua. f(z,) — f(w). Pero los puntos f(z,)
estdn en el conjunto cerrado F y, por tanto, f(w) estd también en F. Esto es, w estd
en f~1(F). La proposicién 1.4.8 demuestra que f~!(F) es cerrado.

Para demostrar que (ii) implica (iii), sea U abierto. Entonces F = C\U es
cerrado. Si se cumple (ii), entonces f ! (F) es cerrado. Por lo tanto C\f ~I(F) =
F 1V (C\F) =f~1(U) es abierto.

Para demostrar que (iii) implica (i), fijese z, y sea € > 0. Entonces z, es un
elemento del conjunto abierto f~1(D(f(z%); €)). En consecuencia existe una & > 0
con D(z; 6) Cr! (D(f (z);€)). Esto nos dice precisamente que | f(2) —f(zp) I <€
siempre que Iz — z,] < 8. Obtenemos asi exactamente la desigualdad que se necesita
para establecer la continuidad. H

Para manejar la continuidad en un subconjunto de C es conveniente introducir
la nocién de conjuntos abiertos y cerrados relativos. Si A C C, un subconjunto B de
A es llamado abierto relativo de A si B=A U para algdn conjunto abierto U. Se
dice que es cerrado relativo de A si B=A M F para alguin conjunto cerrado F. Esto
nos conduce a la siguiente proposicién, cuya demostracién se deja al lector.

Proposicion 1.4.10. Si f: A — C, las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) f es continua.
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(ii) La imagen inversa de todo conjunto cerrado es cerrado relativo de A.
(iii) La imagen inversa de todo conjunto abierto es abierto relativo de A.

Conjuntos conexos

En esta subseccién y en la siguiente, se estudiardan dos importantes clases de con-
juntos los cuales ocupan, hasta cierto punto, el lugar en la teoria de la variable
compleja, que el que ocupan los intervalos, y los intervalos cerrados acotados en la
teoria de funciones de una variable real. Estos son los conjuntos conexos y los con-
juntos compactos.

Un conjunto conexo debe ser uno que “consista de una pieza”. Esto puede en-
focarse desde un punto de vista positivo: “Cualquier punto puede ser conectado a
cualquier otro” o desde uno negativo: “El conjunto no puede separarse en dos par-
tes.” Esto nos conduce a dos posibles definiciones.

Definicion 1.4.11. Un conjunto C en C es conexo por trayectorias si para cada par
de puntos a, b en C existe una funcion continuay: [0, 1] > Ccony(® =ayy(l)=
b. Decimos que Y es una trayectoria que une a 'y b.

Con frecuencia uno puede decir facilmente si un conjunto es conexo por trayec-
torias, como en el caso que se muestra en la figura 1.4.3. El punto de vista negativo
sugiere una definicién ligeramente distinta.

Definicion 1.4.12. Un conjunto C C C no es conexo si hay conjuntos abiertos Uy
V tales que

i) CCUuV
(i) CCU#T y CnV=J
(i) (CAUYNCAV)=D

a) b) c)

Figura 1.4.3. Conexidad. a) y b) son regiones conexas; ¢) no es conexa.
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Figura 1.4.4. El conjunto C no es conexo.

La nocién de conjuntos abiertos y cerrados relativos nos permite reformular esto
en términos de subconjuntos de C. Dado que la interseccién de C con U es igual a la
interseccién de C con el complemento de V, el conjunto C M U/ es tanto abierto como
cerrado relativo de C, y también lo es C m V. Esto prueba el siguiente resultado.

Proposicién 1.4.13. Un conjunto C es conexo si y solo si los tinicos subconjuntos
de C que son tanto abiertos como cerrados relativos a C, son el vacio y el propio
conjunto C.

Las dos siguientes proposiciones dan la relacién entre las dos definiciones. Las
dos nociones no son en general equivalentes, pero si lo son para conjuntos abiertos.
La prueba de esta dltima afirmacién (dada mds abajo en la proposicién 1.4.15) ilus-
tra un modo bastante tipico de usar la nocién de conectividad. Uno prueba que
cierta propiedad es vilida en todo C mostrando que el conjunto donde es vilida es
no vacio y que es tanto abierto relativo como cerrado relativo.

Proposicion 1.4.14. Un conjunto conexo por trayectorias es conexo.

Demostracién. Supdngase que C es un conjunto conexo por trayectorias y que D
es un conjunto no vacfo que es a un mismo tiempo abierto y cerrado relativo de C. Si
C # D, existe un punto z, en D y un punto z, en C\D. Sea v: [a, b] — C una
trayectoria continua que une a z, con z,. Sea B = v~! (D), entonces B es un
subconjunto del intervalo [a, b] el cual es tanto abierto como cerrado relativo de [a, b},
puesto que Y es continua. (Véase proposicién 1.4.10.) Ya que a estd en B, B es no
vacio y [a, b]\ B es no vacio pues contiene a b.



62

CAP. 1. FUNCIONES ANALITICAS

Este argumento muestra que es suficiente probar el teorema para el caso de un
intervalo [a, b]. Necesitamos, entonces, establecer el siguiente lema:

Los intervalos de la recta real son conexos.

Una demostracién requiere del uso de la propiedad del supremo (o de alguna
otra caracterizacién del hecho de que el sistema de los nimeros reales es completo).
Sea x = sup B (esto es, el supremo de B). Nos encontramos con que x estd en B ya
que B es cerrado. Pero B es abierto y por ende existe una vecindad en torno a x
contenida en B (recuerde que x # b pues b estd en [a, b]\B). Esto significa que para
alguna € > 0, el punto x + € estd en B. Asi que x no puede ser el supremo. Esta
contradiccién muestra que B no puede existir. l

Un conjunto conexo no es necesariamente conexo por trayectorias, 4 pero si es
abierto, entonces si lo es. De hecho, aun mds es cierto.

Proposicion 1.4.15. Si C es un conjunto abierto conexo 'y a'y b estdn en C,
entonces existe una trayectoria diferenciable y: [0, 1] > Ccony(0)y=ay y(1) =b.

Demostracién. Toémese a en C. Si z, estd en C, puesto que C es abierto, existe
una € > 0 tal que el disco D(z; £) estd contenido en C. Al combinar una trayectoria
deaa Z,con una de Zg a7z, el cual estd en el disco, vemos que Z,, puede conectarse
con a por una trayectoria diferenciable si y s6lo si lo mismo es cierto para cual-
quier punto z en D(z,; €). Esto muestra que ambos conjuntos

A = [z Clzno puede conectarse a a por una trayectoria diferenciable}

B

{ze C 1z no puede conectarse a g

son abiertos. Puesto que C es conexo, uno de los conjuntos A o B debe ser vacio.
Obviamente lo es B. Vedse figura 1.4.5.

Figura 1.4.5. Un conjunto abierto conexo es conexo por trayectorias.

4 Un ejemplo usual estd dado al hacer C la unién de la gréfica y = sen 1/x, donde x > 0, y el
segmento de linea -1 <y < 1, x = 0. Este conjunto es conexo pero no por trayectorias.
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Debido a la importancia de los conjuntos abiertos y conexos, €stos se.designan
frecuentemente mediante un término especial. Aun cuando su uso no es completa-
mente estdndar en la bibliografia, las palabras region y dominio se usan frecuentemen-
te. En este texto, estos términos serdn usados como sinénimos de un subconjunto
abierto y conexo de C. El lector debe tener cuidado y debe checar el significado de
estas palabras cuando las encuentre en otros textos.

La nocion de conjuntos conexos sera usada por nosotros en varias ocasiones.
Una observacién es que una funcién continua no puede separar un conjunto conexo.

Proposicion 1.4.16. Si f es una funcion continua definida en un conjunto conexo C,
entonces el conjunto imagen f(C) también es conexo.

Demostracién. Si U y V son conjuntos abiertos que desconectan a f(C),
entonces f~(U) y f~1(V) son conjuntos abiertos que desconectan a C. Il

Tenga cuidado, esta proposicidn trabaja en la direccion opuesta a aquella acerca
de conjuntos abiertos y cerrados. Para funciones continuas, la imagen inversa de
conjuntos abiertos es abierta y la imagen inversa de corijuntos cerrados es cerrada.
Pero es para las imdgenes directas para las que se garantiza la conectividad y no
para las imagenes inversas de conjuntos conexos. (Podria pensar en algun ejemplo.)
I.a misma situacion se presentard con la clase de conjuntos estudiados en la siguien-
te subseccidn, los conjuntos compactos.

Conjuntos compactos

La siguiente clase de conjuntos especiales que queremos introducir es la de los
conjuntos compactos. Estos resultardn ser aquellos subconjuntos K de C que son
acotados en el sentido que existe un nimero M tal que Izl £ M para toda zen K'y que
son cerrados. Una de las agradables propiedades de estos subconjuntos es que toda
sucesion de puntos en el conjunto, debe tener una subsucesion la cual converja a algtin

punto en el conjunto. Por ejemplo, la sucesién 1, -, %, N ey + %, ... de puntos
en ]0, 1 tiene la subsucesién 1, L, L, . .., la cual converge al punto 0, que no estd en
273

el intervalo abierto ]O, 1[, pero est4 en el intervalo cerrado [0, 1]. Nétese que en la
propiedad pretendida, no se asegura que la sucesién misma converja. Todo lo que se
pretende es que algunas subsucesiones lo hagan; el ejemplo demuestra que esto es
necesario.

Como sucede frecuentemente en matemadticas, el estudio consiste de tres partes:

(i) Una caracterizacién facilmente reconocible: cerrado y acotado.
(ii) Una propiedad que queremos: la existencia de subsucesiones conver-
gentes.
(iii) Una definicidn técnica, iitil en demostraciones y problemas.

En el caso en cuestidn, la definicién técnica involucra la relacién entre compaci-
dad y conjuntos abiertos. Una coleccién de conjuntos abiertos U para o en algiin
conjunto de indices s es llamada una cubierta (o una cubierta abierta) de un
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conjunto K, si K estd contenida en su unién: K C Vo U, Por ejemplo, la coleccion
(=]
de todos los discos abiertos de radio 2 es una cubierta abierta de C:

U,=D(z; 2) CCu, Dz2)

Podria ser, como aqui, que el proceso de recubrimiento haya sido excesivo, al
usar mds conjuntos de los necesarios. En ese caso, podriamos usar s6lo algunos de los
conjuntos y hablar de una subcubierta, por ejemplo, C C U D(n + mi; 2), donde
Z denota al conjunto de enteros,

n,mez

Definicién 1.4.17. Un conjunto K es compacto si toda cubierta abierta de K tiene
una subcubierta finita.

Esto es, si U es cualquier coleccién de conjuntos abiertos cuya unién
contiene a K, entonces existe una subcoleccion finita U, U, .. .., U, tal que
, \
KcU, wvU, v---vU,.
1 o oy

Proposicién 1.4.18. Las siguientes condiciones son equivalentes para un subcon-
junto K de C (o0 de R):

(i) K es cerrado y acotado.
(i) Toda sucesion de puntos en K tiene una subsucesion que converge a algin
punto en K.
(iii) K es compacto.

Esta proposicién requiere un estudio mds profundo de las propiedades de com-
pletez de los niimeros complejos del que es necesario para llegar hasta aqui, por lo
que se omite la demostracién. Esta puede encontrarse en la mayorfa de los textos de
calculo avanzado o anélisis (tal como Elementary Classical Analysis, de J. Marsden,
Nueva York, W.H. Freeman and Co., 1974). Es fécil ver porque (i) es necesaria
para (ii) y (iii). Si K no es acotado, podemos escoger z, en K y sucesivamente elegir
z, con lz,l > iz | + 1y, en general, z, con Iz | > 1z, _,| + 1. Esto da una sucesion
que no contiene una subsucesion convergente. Los discos abiertos DX0; n),n=1, 2,

3, ... serfan una cubierta abierta sin ninguna subcubierta finita.
Si K es un conjunto en C que no es cerrado, entonces existe un punto w en
C\K y una sucesion z,, Z,, . . . de puntos en K que converge a w. Puesto que la

sucesién converge, w es el tinico posible limite de una subsucesién, por lo tanto,
ninguna subsucesién puede converger a un punto de K. Los conjuntos {z tal que
Iz — wl > 1/n] paran = 1, 2, 3, .. . forman una cubierta abierta de K sin ninguna
subcubierta.

La utilidad de 1a definicién técnica 1.4.17 se ilustra en los siguientes resultados.

Proposicién 1.4.19. Si K es un conjunto compacto y f es una funcion continua
definida en K, entonces el conjunto imagen {(K) también es compacto.
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Demostracién. Si U es una cubierta abierta de f(K), entonces f “I(Ua) forma
una cubierta abierta de K. La seleccién de una subcubierta finita nos da.

K Cf U ufWU,)
porlotanto f(K) C U, W -V Ug,. |

1.4.20. Teorema del valor extremo. Si K es un conjunto compactoy f : K — R es
continua, entonces f alcanza sus valores mdximo y minimo, y ambos son finitos.

Demostracién. La imagen f(K) es un compacto, por ende cerrado y acotado.
Puesto que es acotado, los nimeros M = sup {f(z) lze K } y m = inf {f(z) lze K}
son finitos. Ya que f{K) es cerrado, m y M estdn incluidos en f(K). B

Otra ilustracién del uso de la compacidad estd dada por el siguiente lema, el
cual establece que la distancia de un conjunto compacto a un conjunto cerrado es
positiva. Esto es, debe haber un espacio entre los dos conjuntos.

Lema de la distancia. 1.4.21. Suponga que K es compacto, C es cerrado y K M
C = &. Entonces, la distancia d(K, C) de K a C es mayor que 0. Esto es, existe
un niimero p > 0 tal que |z — wl > p siempre y cuando z esté enky w esté en C.

Demostracién. El complemento de C, U = C\C, es un abierto, y K C U, por lo
que cada punto z en K es el centro de algiin disco D(z; p(z)) C U. La familia de discos
més pequeiios D(z; p(z)/2) también cubre a Ky, por la compacidad, existe una co-
leccién finita de ellos, que denotamos por D, = D(z;; p(g)2), k=1,2, 3,...,N,que
cubre a K (véase figura 1.4.6). Seanp, =p(z, Y 2yp= min (P, Py ----P,) Stz esta
en Ky w estd en C, entonces z estd en D, para alguna k, y por ende 1z — z,l < p,, Pero
w —z,) > p(z,) =2p, Asique lz —wl>p, > p. |

Figura 1.4.6. La distancia entre un conjunto cerrado C y un conjunto compacto K es
mayor que cero.
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Continuidad uniforme

Recuérdese que una funcién se dice que es continua en un conjunto X si es
continua en cada punto de K. Este es un ejemplo de lo que se llama una propiedad
local. Esta se define en términos del comportamiento de una funcién en o cerca de
cada punto, y puede determinarse para cada punto mirando solamente cerca de éste
y no al conjunto en su totalidad. Esto estd en contraste con las propiedades globa-
les de una funcién, las cuales dependen del comportamiento en todo el conjunto.

Un ejemplo de una propiedad global es el de ser acotada. Decir que una fun-
cidn f es acotada por algin nimero M en un conjunto K, es una afirmacién que de-
pende de la totalidad del conjunto. Si la funcién es continua es, ciertamente, acotada
cerca de cada punto, pero esto no diria automdticamente que es acotada en todo
el conjunto. Por ejemplo, la funcién f(x) = 1/x es continua en el intervalo abierto
10, 1[, pero ciertamente allf no es acotada. Hemos visto que si f es continua en un
conjunto compacto K, entonces es acotada en K y que, en efecto, las cotas son alcan-
zadas. Asi la compacidad de K nos permite llevar la propiedad local de ser acotada
cerca de cada punto, dada por la continuidad, a todo el conjunto. Con frecuencia, la
compacidad puede ser usada para llevar una propiedad local a una global. La siguiente
es una versién global de Ia continuidad.

Definicion 1.4.22. Una funcidn f: A — C (o R) es uniformemente continua en A,
si para cualquier eleccion de € > 0 existe d > 0 tal que | f(s) ()l < € siempre que s
vtesténen Ayls—tl <38.

Nétese que la diferencia entre ésta y la definicion ordinaria de continuidad, es
que ahora la eleccién de 6 puede hacerse de modo que la misma & trabaje en cual-
quier parte del conjunto A. Obviamente, las funciones uniformemente continuas son
continuas. En un compacto, lo opuesto también es verdad.

Proposiciéon 1.4.23. Una funcién continua en un conjunto compacto es uniforme-
mente continua.

Demostracién. Supéngase que f es una funcién continua en el conjunto com-
pacto Ky sea € > (. Para cada apunto f en K, existe un nimero &(¢) tal que | £ (s) —
SOl < €/2 siempre que |s ~ 1l < 8. Los conjuntos abiertos D(t; &(#)/2) cubren a K y,

por compacidad, existe un ndimero finito de puntos ¢, f,, , ty tales que los
conjuntos D, = D(t,; 8(t,)/2) cubren a K. Sea 8, S(Ik)/2 y sea 8 1gua1 al minimo de
8,0, 8 Sils —tl < §, entonces ¢ estd en D , bara alguna k y, en consecuencia,

- t, 1<5 B ASE, 1 (6 —f (¢ I <€/2. Pero también.

Is—tl=Is—t+1-1,l
Sls—tl+lt—1¢,)
<8+9,
<3 (1)
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y asf | f(s) — f(z,)] < &/2. Por lo tanto

1f($)—f(D=1f(5)—f(2,) +f(2,)—f(D
SILF(s) —f(2) +1f (e} ~f (D
<e/2 + €/2 = ¢

Hemos producido una sola 8 que trabaja en todas partes de K y, por lo tanto, f
es uniformemente continua. ll

Lema de la cubierta de una trayectoria

La nocién de continuidad uniforme es muy poderosa y no serd de utilidad varias
veces, la usaremos primero en conjuncién con el lema de la distancia y algunas
propiedades de los conjuntos compactos, para establecer un itil lema geométrico
acerca de curvas en subconjuntos abiertos del plano complejo. Este lema serd 1itil en
el texto posteriormente, en particular para estudiar integrales a lo largo de tales cur-
vas. Este nos dice que una curva puede ser cubierta con un mimero finito de discos
cuyos centros estdn a lo largo de la curva, de tal manera que cada disco esta con-
tenido en el conjunto abierto y cada disco contiene tanto el centro del disco anterior
como el del siguiente, a lo largo de la curva (véase figura 1.4.7).

Figura 1.4.7. Una trayectoria continua en un conjunto abierto puede ser cubierta por
un namero finito de discos que se traslapen adecuadamente.

Lema de la cubierta de una trayectoria. 1.4.24. Supdngase que y: [a, b] = G es
una trayectoria continua del intervalo [a, b) en el subconjunto abierto G de C. Enton-
ces existe un niimero p >0y una subdivision del intervaloa =ty <t <t,...<t =b

tal que
i) D(t):CG para toda k
(i) y(1) € D(Y(ty); p) paratySt<t,
(iii) y(t) € D(y(t,); p) parat, _, Stst, .,

(iv) y() e D(y(t,) p) parat__ <t<t,
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Demostracién. Dado que y es continua y el intervalo cerrado [a, b] es compac-
to, la curva imagen K = y([a, b]) es compacta. Del lema de la distancia 1.4.21, existe
un mimero p tal que cada punto de la curva estd a una distancia de al menos p del
complemento de G. En consecuencia, D(y(); p) C G para todo f en [a, b]. Ya que Y
es continua en el conjunto compacto [a, b}, es uniformemente continua y existe un
niimero 6 > 0 tal que 1v(#) — Y(s)l < p siempre y cuando Is — ¢| < 8. Asf, si la subdivi-
sién se toma lo suficientemente fina de modo que ¢ «— L <Oparatodak=1,2,3,.
.., N, entonces las conclusiones del teorema se satisfacen. l

La esfera de Riemann y el “punto al infinito”

Para ciertos propdsitos es conveniente introducir un punto “” ademds de los
puntos z € C. Uno debe ser cauteloso al hacerlo, pues esto puede llevar a confusién
y abuso del simbolo <, pero con cuidado esto puede ser iitil y, ciertamente, queremos
ser capaces de hablar inteligiblemente sobre limites infinitos y limites al infinito.

En contraste con la recta real, en la cual +% y — pueden ser agregados, tene-
mos s6lo un « para C. La razén de esto es que C no tiene un orden natural, como el
que tiene R. Formalmente, agregamos el simbolo “oo” a C para obtener el plano

complejo extendido, C, y definimos las operaciones con « mediante las “reglas”

Z + <0
Z+ 0=00 siempre que z 7= 0
W4 00 = 0O
o0« OO oo
Z
= =0

para z € C. Nétese que algunas cosas no estdn definidas: oofoo, O » o0, 0 — o, y asf
sucesivamente, son formas indeterminadas por la misma razén, esencialmente, que
lo son en el cdlculo de nimeros reales. También definimos apropiadamente
conceptos de limite:

_ll'_l)T}of(z) = z, significa: Para cualquier € > 0, existe R > O tal que | f(2) —zl <€

siempre que |zl = R.
lim f(z) = = significa: Para cualquier R > 0, existe una 6 > 0 tal que | f(z)| > R

siempre que Iz —z, < 8.
y para sucesiones:

lim z, = oo significa: Para cualquier R > 0, existe una N >0 tal que Iz | > R siem-

n—ow

pre que n 2 N.

L

Asi un punto z € C estd “cerca de ©” cuando estd situado en el exterior de un
circulo grande. Este tipo de cercania puede ilustrarse geométricamente por medio de
la esfera de Riemann, mostrada en la figura 1.4.8. Por el método de proyeccion
esterogrdfica ilustrado en esta figura, un punto z’ sobre la esfera es asociado con
cada punto z en C. Se ha omitido exactamente un punto sobre la esfera S —el polo
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“norte”’—. Asignamos o en C al polo norte de S. Geométricamente vemos que z estd
cerca de < si y s6lo si los puntos correspondientes sobre la esfera de Riemann
estdn cerca en el sentido usual de cercania en R3. La demostracién de esto se pide
en el ejercicio 24.

Figura 1.4.8. La esfera de Riemann.

La esfera de Riemann S representa una ilustracién geométrica conveniente del

plano extendido C=C u lOO} La esfera destaca un hecho acerca del plano extendido
el cual es algunas veces (til en la teoria subsecuente. Puesto que S es un subcon-
junto cerrado y acotado de R3, es compacto. Por lo tanto, toda sucesion en él tiene
una subsucesién convergente. Puesto que la proyeccién estereogréfica hace que la
convergencia en S coincida con la convergencia de la sucesién de puntos correspon-
dientes en C, lo mismo es cierto alli. Esto es, C es compacto. Toda sucesion de puntos
en C debe tener una subsucesidén convergente en C. Cuidado: Ya que la convergen-
cia se da en el plano extendido, el limite podria ser %, en cuyo caso podriamos decir
normalmente que el limite no existe. Bdsicamente, hemos afiadido el punto al
infinito como otro limite disponible, de forma tal, que sucesiones que formalmente
no tenfan un limite, ahora lo tengan. La esfera puede usarse para ayudar a visualizar
asf como para hacer precisas algunas nociones acerca del desarrollo de funciones “al
infinito” que nos encontraremos en capitulos posteriores.

Ejemplos resueltos

1.4.25. ;Dénde es continua la funcion

Z3+2z+ 1
@ z3+1

Solucién. Puesto que las sumas, productos y cocientes de funciones continuas son
continuas, excepto donde el denominador es 0, esta funcién es continua sobre todo

el plano excepto en las raices ctibicas de —1. Esto es, sobre C\[™/3, &3%/3, 1],
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1.4.26. Demuestre que |zl Re z > 0] es abierto.

Solucién. Una demostracién puede basarse en las siguientes propiedades de los
nimeros complejos (véase ejercicio 1): Si w € C, entonces

(i) IRe wl < lwl
(i) Imwl < iwi

(iii) wl < IRe wl + IIm wl

Sea U = [zIRe z> 0} y sea z, en U. Suponga que z estd en el disco D(z, Re z;).
Entonces IRe z—Re zjl = IRe (z - zy)I Slz—zyl <Re z, y, por lo tanto, Re z> 0y z
estd en U, Asi D(z,; Re z,) €s una vecindad de Z que estd contenida en U. Puesto
que esto puede hacerse para cualquier punto z;, que esté en U, el conjunto U es
abierto. Véase figura 1.4.9.

Figura 1.4.9. El semiplano derecho abierto.

1.4.27. Demuestre la siguiente afirmacién: Sea A C C abiertoy z,€ A.y suponga que D =

{ztal quelz - z l< 1} C A. Entonces, existe un nimero p>rialque D (zy; p) C A.

Solucién. Sabemos del teorema del valor extremo (1.4.20), que una funcién
continua de valorés reales en un conjunto cerrado y acotado de C, alcanza su
méximo y su minimo en algiin punto del conjunto. Para z en D, sea f(z) = inf {Iz —wl
tal que w € C\A]. (Aqui “inf” significa la mds grande de las cotas inferiores.) En
otras palabras, f(z) es la distancia de z al complemento de A. Puesto que A es
abierto, f(z) > O para toda z en D,. Podemos también verificar que f es continua. De
este modo, f alcanza su minimo en algun punto z, en D,. Tome p = flz)+ry
cheque que esta p tiene las propiedades deseadas. Véase figura. 1.4.10.
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Figura 1.4.10. Un disco cerrado en un conjunto abierto puede ser agrandado.

1.4.28. Encuentre

3z44+2z2—z+ 1

Iim
£ ® 4+ 1
Solucion.
o 3z%4222—z+1 ., 342777z %4zt
lim y = lim y =3
1= v+ 1 1 ® 1+z

usando Iim z~! =0 y las propiedades bésicas de limites.

z®

Ejercicios
1. Demuestre que si w € C, entonces

a) IRe wl<iwl by lIm w! £ iwl ¢) Iwl<IRe wl+ IIm wl

2. a) Demuestre que IRe z, — Re z,l < Iz, — z,l < IRe z; — Re z,| + [Im z; — Im z,| para
cualesquiera dos nimeros complejos z, ¥ Z,-

b) Sif(z) = u(x, y) + iv(x, y), demuestre que

lim f(z) = limu(x,y) + ilimv(x, y)
22, x—x, X x
¥ ¥ ¥,

existe si ambos limites en el lado derecho de la ecuacién existen. Reciprocamente, si el
limite de la izquierda existe, demuestre que ambos limites de la derecha también
existen y que la igualdad se cumple. Demuestre que f(z) es continua si u y v lo son.
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3. Demuestre: Si fes continua y f(z,) # 0, existe una vecindad de zgenlacual fes # 0.

4. Siz, e C, demuestre que el conjunto | z, | es cerrado.

S. Demuestre: El complemento de un ndmero finito de puntos es un conjunto abierto.

6. Use el hecho de que una funcién es continua si y s6lo si la imagen inversa de todo
conjunto abierto es abierta, para demostrar que una composicién de dos funciones
continuas es continua.

7. Muestre que f(z) = z es continua.

8. Muestre que f(z) = Izl es continua.

9. ;/Cudl es el conjunto més grande sobre el cual la funcién f(z) = 1/(1 - &%) es continua?

10. Demuestre o dé un ejemplo si es falso: Si Iim f(z) = a, A estd definida en los puntos f(z),
y w]l_rg hiw) =, entonces_ll" m h(f(2)) = c.z [_.)S‘Zt(t)gerencia: Podriamos tener A(a) # c).

11. ;Para qué valores de z convérge la sucesi6n z,, = nz"?

12. Defina f: C -~ C haciendo f(0) = 0 y f(r [cos © + i sen 0]) = sen 0 si r > 0. Muestre que

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.
20.

21.

Sfes discontinua en 0 pero es continua en cualquier otro lugar.

Para cada uno de los siguientes conjuntos, establezca (i) si es 0 no es abierto y (ii) si es o
no es cerrado

a) |ztal que lzl < 1 b) {d10<tzl< 1] ¢) |zi1<Rez<2)

Para cada uno de los siguientes conjuntos, establezca (i) si es 0 no es abierto y (ii) si es
0 no es cerrado.

a) {z1lmz>2) by [z11<1z1<2) ¢) {zl-1<Rez<2)

Para cada uno de los siguientes conjuntos, establezca (i) si es 0 no es conexo y (it) si €s
0 no es compacto.

>

a) {zil<l<2} b) {ztalquelzl<3yIRezl > 1]
¢) [ztal que IRe zI < 1} d) |ztal queIRe zI > 1]

Para cada uno de los siguientes conjuntos establezca (i) si es 0 no es conexo y (ii) si es
0 no es compacto.

a) {z11<Rez<2] by {z12<121<3)

¢) |ztalquelzd €5y llmzl = 1

SiACCyf; C— C, muestre que C\f ~1(A) =f -1 (C\A).

Muestre que f: A C C — C es continua si y sélo si z, — z, en A implica que fz,)
= f(zy)-

Muestre que la unién de cualquier colecci6én de subconjuntos abiertos de C es abierta.
Muestre que la interseccién de cualquier coleccién finita de subconjuntos abiertos de C
es abierta.

Dé un ejemplo para mostrar que la afirmacién en el ejercicio 20 es falsa si se omite la
palabra “finita”.

-
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22. Demuestre la parte (ii) de la proposicién 1.4.6. usando la parte (i).
23. Muestre que si iz} > 1, entonces lim (z"/n) = %.

n—o o

24. Introduzca la métrica cordal p en C haciendo p(z,, z,) = d(z], z,) donde z| y z, son
los puntos correspondientes en la esfera de Riemann y d es la distancia usual entre
puntos de R?.

a) Muestre que z, — zen C si y sélosi p(z,, 2) = 0.
b) Muestre que z, —> ® si y s6lo si p(z,, w) — 0. .

¢) Sif(z)=(az+b)(cz+d)yad-bc# 0, muestre que f'es continua en %.

1.5. FUNCIONES ANALITICAS

Aun cuando la continuidad es un concepto importante, su importancia en el
andlisis complejo es ensombrecido por el concepto de derivada compleja. Existen
varios enfoques de la teorfa de diferenciacién compleja, Empezaremos por definir la
derivada como el limite del cociente de diferencias, exactamente como se hace en el
célculo de variables reales. Varias de las propiedades de las derivadas y, en par-
ticular, de las reglas para calcularlas, se siguen de las propiedades de limite, justo
como se hace en el célculo de funciones de variables reales. Sin embargo, existen
algunos resultados sorprendentes y hermosos exclusivos de la teoria compleja.

Se emplean varias palabras diferentes para describir a las funciones que son di-
ferenciables en el sentido complejo; por ejemplo, “regular”, “holomorfa” y “anali-
tica”. Nosotros usaremos el término “analitica”, la misma palabra que se usa en el
célculo para describir a las funciones cuya seric de Taylor converge al valor de la
funcién. Un elegante resultado del andlisis complejo justifica la eleccidn de este len-
guaje. En efecto, veremos en el capitulo 3 que, como una dréstica distincion con el
caso de una sola variable real, la suposicién de que una funcién es diferenciable en
el sentido de la variable compleja, garantiza la validez de la expansion de Taylor de
dicha funcion.

Diferenciabilidad

Definicion 1.5.1. Sea £ : A — C, donde A C C es un conjunto abierto. Entonces se
dice que f es diferenciable (en el sentido complejo)enz,€ Asi

f(z) - f
1im 2) (z)
=7, Z— 12,

existe. Este limite se denota por f'(2,), o algunas veces por df/dz(z,). Asi f'(zg) es
un miimero complejo. Se dice que f es analitica en A si f es compleja-diferenciable
en cada z,€ A. La palabra “holomorfa”, la cual es usada algunas veces, es sino-
nimo de la palabra analitica. La frase analitica en z, significa analitica en una
vecindad de z,,.
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Nétese que

J(2) - f(z)

estd indefinida en z, = z y ésta es la razén por la que se usaron vecindades agujera-
das en la definicién de limite,

Se previene al estudiante que aun cuando la definicién de la derivada f'(z,) es
similar a la de la derivada usual de una funcién de una variable real y aun cuando
varias de sus propiedades son semejantes, el caso complejo es mucho més rico. N6-
tese también que en la definicién de f'(z), dividimos por el niimero complejo z — z,,
y la naturaleza especial de la divisién de niimeros complejos es una consideracién
clave. El limite cuando z — z,, se toma para una z arbitraria que se aproxima a z, y
no a lo largo de alguna direccidn particular.

La existencia de f' implica mucho acerca de f. Se probar4 en la seccién 2.4,
que si f’ existe, entonces todas las derivadas de f existen (esto es, f'’, la derivada
[compleja] de f' existe y asi sucesivamente). Esto estd en marcado contraste con el
caso de una funcién g(x) de la variable real x, en el cual g’'(x) puede existir sin la
existencia de g’'(x).

El andlisis de las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann, en el teorema 1.5.8,
mostrard cémo la derivada compleja de f se relaciona con las usuales derivadas
parciales de f como una funcién de las variables reales (x, y), Y proporcionard un
criterio ttil para determinar la existencia de f’'(z,;). Como en el célculo elemental,
la continuidad de f no implica la diferenciabilidad; por ejemplo, f(z) = Izl es con-
tinua pero no es diferenciable (véase el ejercicio 10 al final de esta seccién). Sin
embargo, como en el cdlculo de una variable, una funcién diferenciable debe ser
continua:

Proposicion 1.5.2. Si f'(z,,) existe, entonces f es continua en z,,.

Demostracion. Por la regla de suma para limites, s6lo necesitamos mostrar que
lim [ f(z) —f(zx)]=0
z—z°

Pero

S —f(zy
Z2—2

0

lim [£(2) - f(zg)] = lim (z-z0)

lo cual, por la regla del producto para limites, es igual a f'(z,) - 0=0. B

Las reglas usuales del cdlculo —la regla del producto, la regla del cociente, la
regla de la cadena y la regla de la funcién inversa— pueden emplearse cuando se
diferencien funciones analiticas. Ahora expondremos estas reglas en detalle.
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Proposicién 1.5.3. Suponga que f y g son analiticas en A, donde A C C es un con-
Junto abierto. Entonces

(i) af + bg es analitica en A y (af + bg)’(z) = af'(z) + bg'(z) para cuales-
quiera niimeros complejos a y b.

(i1) fges analiticaen A y (fg)'(2) = f'(2)g(2) + f(2)g' (2).
(iii) Si g(z) # 0 para toda z € A, entonces f/g es analitica en A y

(_f_)’ ()= L @De@ — g'@f(2)
g [g(2))?

(tv) Cualquier polinomio ag+a,z+---+a z" esanalitico en todo C con de-
rivada a, +2a,z + -+« + +na_z"" .

(v) Cualquier funcion racional

L n
a0+alz+ +anz

. o = m
by+bz+ +b_z

es analitica en el conjunto abierto consistente de toda z. excepto aquellos
puntos (a lo mds, m) donde el denominador es cero. (Véase ejercicio de re-
paso 24 para el capitulo 1.)

Demostracién. Las pruebas de (i), (ii) y (iii) son similares a las demostraciones
de los resultados correspondientes encontrados en el célculo. El procedimiento
puede ilustrarse con la demostracion de (ii). Al aplicar los teoremas de lfmites y el
hecho de que lim f(z) = Sf(zy) (proposicién 1.5.2.), obtenemos

12z,

im @8 - f(z9)g(zy) -l [f(z)g(z) - f(2)g(zy) L [@89) ~1(zy) g(zo)]

2z, AR A 292, Z—2Z, -2,
- lim [f(z) 8(2) — glz) ]+h,m [f(z) ~f(z,) g(z(,)]
-2z, —Zy =2z, Z2—2y

= f(zo)g'(z()) +f’(zg)g(z())

Para probar (iv) debemos primero mostrar que f' = O si f es constante. Esto es
inmediato de la definicién de derivada porque f(z) — f(z,) = 0. Es igualmente
sencillo mostrar que dz/dz = 1. Entonces, usando (ii), podemos probar que

d 2 =
=1lez+z2:1=2
iz Z Z+z Z
Y
d 3 _ d 2y 2 . = 2
= z(z Z_)—] 2°+z2+2z2=3z

dz ¢
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En general, vemos por induccién que dz"/dz = nz" ~ . Entonces (iv) se sigue de
esto y de (i) y (v) se sigue de (iv) y de (iii). H

Por ejemplo.

4 (24+8,-2)=27+8
dz

y
a (1)1
dz \z+1) (z+1)?

El estudiante también recordara que una de las reglas mds importantes para la
diferenciacién es la regla de la cadena o la regla de la “funcién de una funcién”.

Para ilustrar,

_d

@B+ D0=103 + 1H?-3z2
dz

=30z%z3+ 1)

Este procedimiento para diferenciar debe ser familiar y se justifica con el si-
guiente resultado.

Regla de la cadena. 1.54. Sean f: A - Cy g: B — C agnaliticas (A, B son conjuntos
abiertos) y asuma que f(A) C B. Entonces g o f (z) = g(f(z)) es analitica y

d ’ - !
Eef@=g(f@) @)

La idea basica de la demostracién de este teorema es que si w = f(2) y w, =
f (z), entonces

8(f(2) - 8(f(z)) _ 8w)—gwy) f(2)—f(2y)

z-2 W= w, z-29

y si hacemos que z —> z,,, también tenemos que w — w, y el lado derecho de la
ecuacion precedente resulta ser g'(w,)f’(z,). El problema es que aun si z # z,,, po-
driamos tener w = w,. Debido a esta posibilidad, damos una demostracién mds cui-
dadosa. (Aun cuando aqui la regla de la cadena puede deducirse de la regla de la
cadena para la derivada usual de funciones de varias variables —véase la demostra-
cién de 1.5.8.—, una demostracién independiente es instructiva.)

Demeostracion. Sea Wo = f (zo) y definase, para w € B,

gw)—glw,)
howy=] “wowg 8w wHEw,

0 w=w,
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Dado que g’(w,) existe, h es continua. Como la composicién de funciones
continuas es continua.

lim h(f(2)) = h(wy) =0

=z,

De la definicién de h y haciendo w = f(z), obtenemos que g ° f(z) — g(wy)=
(7 (f(2) + &' (W)l [ f(2) — wyl. Ndtese que esto se satisface aun si f(z) = w. Para z
# Z Obtenemos

gof(2)—8°f(zy) _ (h(fD) + 8" (W)l f(2)—f(zo)

Como z — z,, ¢l lado derecho de la ecuacion converge a [0+ g'(w )] - [f'(zp],
asi que el teorema queda demostrado. B

Un argumento similar a éste, muestra que si Y : ]a, b[ — C es diferenciable,
podemos diferenciar la curva o(f) = f('y(2)) y obtener ¢'(#) = f'(y(#)) - Y (). Aqui y’
(1) es la derivada de Y como una funcién la, b[ — R?, ¢ésto es, si (1) = (x(®), y(1)),
entonces Y’ () = (x' (), y' (D) =x'(t) + iy ' (?).

Esta ultima versién de la regla de la cadena nos permite desarrollar una version '
compleja del teorema de cdlculo que establece que una funcién cuya derivada es
idénticamente 0, debe ser constante. El resultado ilustra la importancia de las
regiones, o conjuntos abiertos y conexos, en los cuales podemos, de acuerdo con la
proposicién 1.4.15, conectar cualesquiera dos puntos distintos mediante una trayec-
toria diferenciable.

Proposicién 1.5.5. Sea A C C abierto y conexo y sea f: A — C analitica. Si f'(z) =
0 en A, entonces f es constante en A.

Demostracién. Sean z, z,, € A. Queremos mostrar que f(z))=f(z,). Sea ()
una trayectoria que une z, con z,. Por la regla de la cadena, df(y(o)lde = f'(y(D)) -
Y'(1) =0, ya que f' = 0. De este modo, si f= u + iv, tenemos que du(y())/dr =0y
dv(y(1))/dt = 0. Del cdlculo, sabemos que esto implica que u(Y(#)} y v(y(#)) son
funciones constantes de ¢. Si comparamos los valores en t = a y t = b nos da que

f(zl) =f(22)- n

Claramente, se necesita la conexidad puesto que si A consiste de dos piezas dis-
juntas, podriamos hacer f= 1 en una de las piezas y f = 0 en la otra. Entonces @
seria igual a 0, pero f no seria constante en A.

Mapeos conformes

La existencia de la derivada compleja f’ da lugar a severas, pero muy Utiles, res-
tricciones sobre f. La primera de estas restricciones serd aqui discutida brevemente.
Otra restriccién se mencionard cuando se analicen las ecuaciones de Cauchy-Riemann
en el teorema 1.5.8.
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o~ fz)

Figura 1.5.1. Un mapeo conforme en z,.

Se mostrara que “infinitesimalmente” cerca de un punto z; en el cual f'(z,) # 0,
f es una rotacién por arg f'(z,) y una amplificacién por If '(zy)l. El término
“infinitesimalmente” se define mas precisamente después, pero intuitivamente esto
significa que localmente f es aproximadamente una rotacién junto con una amplifi-
cacién (véase figura 1.5.1). Si f'(z,) = 0, la estructura de f es mds complicada.
(Este punto sera estudiado mds adelante, en el capitulo 6.)

Definicion 1.5.6. Un mapeo f : A — C es llamado conforme en z,, si existe una ©
€ [0, 2n[ y una r > 0 tal que para cualquier curva y(t) que es diferenciable en t =
0, para la cual y(t) € Ay Y(0) = z,, y que satisface y'(0) # 0, la curva o(t) = f(y(t))
es diferenciable en t =0 y, haciendo u = ¢'(0) y v = y'(0), tenemos que lul = r vl y
arg u = arg v + 6 (mod 2n).

En este texto, un mapeo serd llamado conforme cuando es coriforme en todo
punto.

Asi, un mapeo conforme meramente rota y alarga vectores tangentes a curvas.
Este es el significado preciso de “infinitesimal” como se us6 previamente. Debe no-
tarse que un mapeo conforme preserva dngulos entre curvas que se intersectan. (Por
definicion, el dngulo entre dos curvas es el dngulo entre sus vectores tangentes; véase
figura 1.5.2.)

J’{;

Figura 1.5.2. Preservacién de angulos por un mapeo conforme.
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Teorema del mapeo conforme 1.5.7. Si f : A —» C es analitica y si f'(zy) # 0,
entonces f es conforme en z, con 0 = arg t'(zy) y r =lf'(zy)\, verificando la
definicion 1.5.6.

La demostracién de este teorema es notablemente simple:

Demostracién. Usando la notacién precedente y la regla de la cadena, obtene-
mos u=0"(0) =f'(zy) * Y'(0) =f'(z,) - v. Asi, arg u = arg f'(z,,) + arg v (mod 27m) y
[l =1f"(z,)l - I, como se pedia. B

El punto en esta demostracién es que el vector tangente v a cualquier curva se
multiplica por un nimero complejo fijo, a saber, f '(zy) sin importar en qué direc-
cién estd apuntando v. Esto se debe a que, en la definicién de f "(zo) lim se “toma en
todas las posibles direcciones” cuando z — z,,. T

Ecuaciones de Cauchy- Riemann

Recordemos que sif: A C C=R? — R?y si f(x, ¥) = (u(x, ¥), v(x, y)) = u(x, y)
+ v(x, y), entonces la matriz jacobiana de f se define como la matriz de las deriva-
das parciales dada por

du ou

0 J
prey =|o. 5,

dx  dy

en cada punto (x, y). Vamos a relacionar estas derivadas parciales con la derivada
compleja. Desde el punto de vista de las variables reales, se dice que fes diferencia-
ble con derivada la matriz Df(xg yy) en (x,, y,) si para toda € > 0, existe una 8 > 0
tal que lx,, y | — (x, y)l < 8 implica

lf(xs y) _f(-x()v y()) - Df(x()’ yo)[(x’ y) - (x()’ yo)]l <e (xs y) - (x()a yo)l

donde Df(x,, yo) * [(x, ¥) — (xg» yo)l significa la matriz Df(x,, ¥,) aplicada al vector

(columna)
X — xo)
Y=Y

y lwl representa la longitud de un vector w.

Si f es diferenciable, entonces las parciales usuales du/dx, du/dy, Iv/dx y ovidy
existen y Df(x,, y,) estd dada por la matriz jacobiana. La expresi6n Df(x4 yo) [W]
representa la derivada de f en la direccién w. Si las parciales existen y son conti-
nuas, entonces f es diferenciable. Generalmente, entonces, la diferenciabilidad es un
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poco mds fuerte que la existencia de las parciales individuales. (Las demostraciones
de las afirmaciones precedentes no estdn incluidas aqui pero pueden encontrarse en
cualquier texto de célculo avanzado, tal como Elementary Classical Analysis, de J.
Marsden, Nueva York, W.H. Freeman and Co., 1974 cap. 6. El principal resultado
que relaciona las derivadas parciales v la analiticidad se enuncia en el siguiente
teorema.

Teorema de Cauchy-Riemann 1.5.8. Sea f : A C C — C una funcién dada, con
A un conjunto abierto. Entonces t'(z,) existe si y sélo si { es diferenciable en el
sentido de las variables reales y en (X, y,) = 2, u y v satisfacen

(llamadas las ecuaciones de Cauchy-Riemann).

Asi si du/ox, du/dy, dv/dx, y dv/dy existen, son continuas en A y satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces f es analitica en A.
Si f'(z,) existe, entonces

, du  dv of
Fzo = 5+ 130~ "

dv . du 1 of
dy oy i oy

Demostracién. Vamos primero a demostrar que si f'(z,) existe, entonces u y v
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. En el limite

f(z) =f(zp)

"(zg) = lim ————%
f'(zg) = Hm — —7,
vamos a tomar el caso especial en el que z = x + iy. Entonces

f(z) _f(zo) _ u(xa yo) + iv(x, }’0) - u(xoa )’0) - iv(xm yo)
-2y X — X,

u(x’ )’0) - u(x()a y()) 4 V(X, )’0) - v(-x()y y())
X — X4 X —Xq

Conforme x — x, el lado izquierdo de la ecuacion converge al limite f'(z).
Entonces tanto 1a parte real como la imaginaria del lado derecho deben converger a
un limite (véase el ejercicio 2 de la seccion 1.4). De la definicién de derivadas par-
ciales, este limite es (Bu/dx)(xy, ¥,) + (OVIOX)(xy V). Asi f'(z,) = dulox + i ov/ox
evaluadas en (x,, y,). Enseguida hdgase z = x;, + iy. De modo similar tenemos que
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f(2)—f(zy) _ u(xg, y) + iv(xg, y) —ulxg, yo) — iv(xg, ¥o)
2—2, Ky —¥o)

u(xg, y) —u(xy, ¥o) N V(X ¥) —V(Xg, yg)
i(y —yo) Y—Yo

Cuando y — y,,, obtenemos

1 Jdu ov ov . du
i dy dy Oy dy

De este modo, puesto que f'(z,) existe y tiene el mismo valor sin importar c6mo
Z se aproxima a z,,, obtenemos

, _ odu .av_av_.au
Fzg = ox +lax Y ‘ dy

Al comparar las partes real e imaginaria de estas ecuaciones, deducimos las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, asf como las dos férmulas para f'(z,).l

Otro argumento para esta direccién de la demostracién y uno para la implicacién
contraria, puede basarse en la representacion matricial desarrollada en el gjercicio 10

de la seccion. 1.1:

Lema 1.5.9. Una matriz

€ 2)

representa, bajo la multiplicacion de matrices, la multiplicacion por un nimero
complejo sia=d yb =—c. El nimero complejo en cuestion es a+ic =d —ib.

Demostracion. Primero, vamos a considerar la multiplicacién por el nimero
complejo a + ic. Esta manda x + iy a (@ + ic) (x + iy) = ax — ¢y + i(ay + cx), que es

lo mismo que
a-c X ax—cy
c a y - cx + ay

Reciprocamente, supongamos que

a b x\_ .
c d y =z (x+1iy)
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para un nimero complejo z = o + 3. Entonces obtenemos

ax + by = ox — By

<

cx+dy=oy+ px

para toda x, y. Esto implica (haciendox =1,y =0y luegox=0,y=1)quea=q,
=—f,c=B,yd=q, por lo tanto la demostracién estd completa. ¥

Podemos ahora completar la demostracién del teorema 1.5.8.

De la definicién de 7, la afirmacién de que f'(z,) existe es equivalente a la si-
guiente afirmacion: Para cualquier € > 0, existe una 6 >0 tal que 0 <lz —z,t < &
implica

1f(2) —f(zg) = f' 2z —2p)l< €lz — 2]

Primero vamos a suponer que f'(z,) existe. Por definicién, Dfix,, y,) es la
tinica matriz con la propiedad que para cualquier € > O existe una o > 0 tal que, ha-
ciendoz=(x,y) y 25 =(xg, ) 0 <lz—z,l < & implica

1f(2) = f(zg) = Df (2 )z — 2ol < Elz — 2

Si comparamos esta ecuacién con la precedente y uno recuerda que la multipli-
cacién por un ndmero complejo es una transformacién lineal, concluimos que fes di-
ferenciable en cl sentido de las variables reales y que la matriz Df(z ) representa la
multiplicacién por el nimero complejo f'(z ). Asi, al aplicar el lema a la matriz

Qu_ ou_
ox dy
Df(zy) = dv  odv
ox dy

con a = du/dx, b = duldy, ¢ = dv/dx, d = dv/dy, tenemos a = d, b = — ¢, las cuales
son las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Reciprocamente, si se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, Df(z,)
representa la multiplicacién por un nimero complejo (por el lema) y entonces, co-
mo arriba, la definicién de diferenciabilidad en el sentido de variables reales se
reduce a la de la derivada compleja.

La férmula para f'(z,) se sigue de la dltima afirmacién dei lema.l

Podemos también expresar las ecuaciones de Cauchy-Riemann en términos de
coordenadas polares, pero debe hacerse con cuidado, puesto que el cambio de coor-
denadas polares definido por r = Vx2 + y? v O = arg (x + iy) es un cambio diferencia-
ble sé6lo si se restringe 0 al intervalo abierto 10, 2n[ o a cualquier otro intervalo
abierto de longitud 27 y si se omite el origen (r = 0). Sin tal restriccién, 0 es discon-
tinua porque salta 27 al cruzar el eje x. Si usamos 0x/dr = cos 0, dy/dr = sen 6,
vemos que las ecuaciones de Cauchy-Riemann son equivalentes a decir que
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ou _ 1

or r oo or r a9
en una regién contenida en otra regién tal como aquella mostrada en la figura 1.5.3.
Aquf estamos empleando un usual abuso de notacion al escribir u(r, 8) = u(r cos 6,
r sen 0). (Para un enunciado mas preciso, véase el ejercicio 12 al final de esta sec-
cion.)

y y

A

Figura 1.5.3. Dos regiones de validez de las coordenadas polares.

Funciones inversas

Un teorema basico del andlisis real es el teorema de la funcién inversa: Una
funcion continuamente diferenciable es uno a uno y sobre en un conjunto abierto y
tiene una inversa diferenciable en alguna vecindad de un punto donde el determi-
nante jacobiano de la matriz derivada no es 0. Daremos aqui una demostracién de
la contraparte compleja de este resultado, la cual supone que la derivada f’ es conti-
nua y depende del correspondiente teorema para funciones de variables reales. Des-
pués de que hayamos probado el teorema de Cauchy en el capitulo 2, veremos que
la continuidad de f’ es automadtica y en el capitulo 6 probaremos el teorema de otra
manera que no depende del teorema de variable real. La demostracién dada aqui, de
cualquier modo, ilustra la relacién entre variables reales y complejas, v la relevancia
de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Teorema de la funcién inversa 1.5.10 Sea f : A — C analitica (con f'continua) y
suponga que f'(z,) # 0. Entonces existe una vecindad U de z, y una vecindad V de
f(zy) tal que f : U — V es una biyeccion (esto es, es uno a uno y sobre) y su
funcidn inversa -1 es analitica con su derivada dada por

—— -1 = — =
- =1 (w) z donde w = {(z)

Se previene al estudiante que la aplicacién del teorema de la funcién inversa
permite a uno unicamente concluir la existencia de una inversa local para f. Por
ejemplo, vamos a considerar f(z) = z? definidaen A = C\[0}. Entonces f'(z) =2z # 0
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en cada punto de A. El teorema de la funcién inversa dice que f tiene una inversa
analftica local, que es, en efecto, simplemente alguna rama de la funcién raiz cua-
drada. Pero f no es uno a uno en todo A, ya que, por ejemplo, f(1) = f(-1). Asi f
serd uno a uno Unicamente dentro de una vecindad suficientemente pequeiia
alrededor de cada punto.

Para demostrar este teorema, recordemos el enunciado para variables reales en
dos dimensiones:

Teorema de la funcién inversa para funciones de variable real. Si f: A C R?2 —
R? es continuamente diferenciable y Df(x,, yo) tiene determinante diferente de
cero, entonces existen vecindades U de (x,, Vo) ¥ V de f(x, y) tales que f: U - V
es una biyeccion, f~1: V — U es diferenciable, y

Df 1 (f(x,y)) = [Df(x, !
(ésta es la inversa de la matriz de las parciales).

La demostracién de este teorema puede encontrarse en textos de cilculo avan-
zado. Véase, por ejemplo, Elementary Classical Analysis de J. Marsden (Nueva
York: W.H. Freeman and Co., 1974), capitulo 7. Aceptando este enunciado y asu-
miendo que en el teorema 1.5.10, f' es continua podemos completar la demostracién.

Demostracion del teorema 1.5.10. Para funciones analiticas tales como f(z),
hemos visto que la matriz de las derivadas parciales es

du Jdu du —du
dx dy dx Ox
bf = dv  dv - ov  du
dx dy dx odx

que tiene determinante

(S () vror

ya que f(z) = du/ox + i dv/dx. Todas estas funciones son evaluadas en el punto (x,, y,,)
=z, Ahora f’(z,) # 0, por lo tanto, Det Df(x,, ¥o) = If'(z)* # O. Por ende, se
aplica el teorema de la funcién inversa para funciones de variable real. Por el teore-
ma de Cauchy-Riemann sélo necesitamos verificar que los elementos de [Df(x, y)] !
satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann y dar (f~!), como se estableci6.

Como acabamos de ver

du_ du_
Df = ox dy
dv dv

Ox dy |
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y la inversa de la matriz es

ov —ov

1 dx  dy
Det Df —dv  du
ox ox

Por lo tanto, si escribimos f~! (x, y) = #(x, y) + is(x, y), entonces, comparando

Jr ot
ox dy
D(f") =
ds Os
ox dy
con la matriz inversa de Df, obtenemos
ot 1 ov 1 du

dx  DetDf Jdy  DetDf ox

ds 1 —ov__ I du evaluada en f(x )
ox  DetDf ox  DetDf dy oo

Similarmente,

ot _ 1 ov os _ 1 ov
dy _ DetDf ox ° 0y DetDf oy

Asf las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen para t y s ya que se satisfacen
para u y v. Por lo tanto, f~! es compleja-diferenciable. Del teorema de Cauchy-
Riemann vemos que en el punto f(z,)

(= —+i—= = = -
ax ox  DetDf If 'z )?  f(zo)

ot . Os 1 (au _ du ) fzy 1
; =
ox ox

Una manera alternativa de demostrar que (f~1)'(f(2)) = 1/f'(z) se bosqueja en
el ejercicio 7. |

Funciones arménicas y arménicas conjugadas

Las partes real e imaginaria de una funcién analitica debe satisfacer las ecuacio-
nes de Cauchy-Riemann. La manipulacién de estas ecuaciones nos lleva directa-
mente a otra propiedad muy importante, la cual ahora separaremos. Una funcién dos
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veces continuamente diferenciable u : A — R definida en un conjunto abierto A es
llamada armdnica si

d%u 0%u
Viu = o + 57 =Q ¢y

La expresién V 2y se llama el laplaciano de u y es una de las operaciones mds
bdsicas en matemdticas y en fisica. Las funciones arménicas juegan un papel fun-
damental en los ejemplos fisicos discutidos posteriormente en los capitulos 5 y 8.
Por el momento vamos a estudiarlas desde el punto de vista matematico. Para que
la ecuacién (1) tenga sentido, la funcién u debe ser dos veces diferenciable. En el ca-
pitulo 3 se mostrard que una funcién analitica es infinitamente diferenciable. As{ sus
partes real e imaginaria son infinitamente diferenciables. Vamos a aceptar (o a asumir)
estas propiedades aqui. En particular, las segundas derivadas parciales son continuas
y asi, un resultado usual del célculo dice que las parciales cruzadas son iguales.
Las ecuaciones de Cauchy-Riemann pueden entonces ser usadas para mostrar que
estas funciones son arménicas.

Proposicion 1.5.11 Si f es analitica en un conjunto abierto A y f = u + iv (esto es,
siu=Refyv=Imf), entonces uy v son arménicas en A.

Demostracién. Usamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann, du/dx = dv/dy y
du/dy = —ov/dx. Diferenciando la primera ecuacién con respecto de x y la segunda
ecuacién con respecto de y obtenemos

du % u %y @
ox2  ox Oy - dy2  dyox

£

Del cadlculo sabemos que las segundas parciales son simétricas:

dv I
oxdy  dyox

Si sumamos las ecuaciones en ¢l conjunto de ecuaciones (2) nos da

%u N Pu v W _ 0
ox? dy? ~ Oxdy dyox

La ecuacitn para v se prueba en la misma forma, ll

Si u y v son funciones con valores reales definidas en un subconjunto A de C tal
que la funcién con valores complejos f = u + iv es analitica en A, decimos que u y v
son armonicas conjugadas en A. Por ejemplo,

ulx,y)=x*—y? 'y v(x,y)=2xy

son armonicas conjugadas una de la otra ya que ellas son las partes real e imaginaria
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de f(z) = z2. En el ejemplo resuelto 1.3.18 vimos que las curvas de nivel de u y v se
intersectan en 4ngulos rectos. Esto no es accidental, la demostracién de su validez
general para funciones arménicas usa la misma idea que en 1.3.18 y también las
ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Proposicion 1.5.12. Sean u y v armdnicas conjugadas en una region A. Suponga que

u(x, y) = constante = ¢,

v(x, ¥)= constante = C,

definen curvas suaves. Entonces estas curvas se intersectan ortogonalmente (véase
la figura 1.5.4.)

A

u = constante

v = constante

Figura 1.5.4. Arménicas conjugadas en el caso u = x2 - y?, v=2xy, f(2) = 22

Aceptamos, del célculo, el hecho que u(x, ¥) = ¢, define una curva suave si el
gradiente grad u(x, y) = (Qu/dx, ou/dy) = (dulox) + i(0u/dy) es diferente de cero para
X v y que satisfacen u(x, y) = c,. (El estudiante debe enterarse de este hecho aun
cuando es un punto técnico que no juega un papel mayor en los ejemplos concre-
tos.) También es cierto que el vector gradiente u es perpendicular a la curva (véase
figura 1.5.5). Esto puede explicarse como sigue. Si (x(t), y(t)) es la curva, entonces
u(x(t), y()) = ¢ |, de modo que

d
5 [ee(x (D), y(O)) =0
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y asi, por la regla de la cadena

Ou 4 _._.._au -y’ =
Esto es,
du du , by
(—ax— 3> ) x'®,y'®)=0

x' (), y'()

grad u

u(x,y)} = constante

Figura 1.5.5. Los gradientes son ortogonales a los conjuntos de nivel.

Demostracién de la proposicién 1.5.12. Debido a las anteriores observaciones,
es suficiente mostrar que grad u y grad v son perpendiculares. Su producto interior es

du o . du  dv
ox dx dy dy

gradu - gradv =

el cual es cero debido a las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Esta propiedad de ortogonalidad de las arménicas conjugadas tiene una impor-
tante interpretacién fisica que se empleard en el capitulo 5. Otra forma de ver por
qué se debe satisfacer esta propiedad es considerar mapeos conformes y el teorema
de la funcién inversa. Esto se ilustra en la figura 1.5.6. Si f = u + iv es analitica y
f'(zy) # 0, entonces f~! es analitica en una vecindad V de wo=f(ze)y (1) (wy)
# 0 debido al teorema de la funcién inversa. Si w, = ¢, + ic,, entonces las curvas
u(x, y) =c, y v(x, y) = c, son las imagenes de la lineas vertical y horizontal que
pasan a través de w, bajo el mapeo f~!. Estas deben cruzarse en dngulos rectos ya
que f~! es conforme por el teorema 1.5.7.



89

ux, y) = C,

i

Figura 1.5.6. Puesto que fy f~' son analiticas, son conformes y, por lo tanto, preservan
ortogonalidad.

La proposicién 1.5.11 dice que la parte real de una funcién analitica es arménica.
Una pregunta natural es lo opuesto: ;Toda funcién arménica es la parte real de una
funcién analitica? Mds precisamente: Dada una funcién arménica 4 en un conjunto A,
;necesita haber una armonica conjugada v tal que f = u + iv es analitica en A? La res-
puesta cabal es un poco tortuosa y depende del conjunto A. Sin embargo, la respuesta
es mas simple si nos confiamos nosotros mismos a vecindades pequeiias. En efecto, la
propiedad de ser armdnica es lo que se llama una propiedad local. La funcion u es ar-
monica en un conjunto si las ecuaciones (1) son validas en todo punto de ese conjunto
y la validez de estas ecuaciones depende tinicamente del comportamiento de u cerca de
ese punto.

Proposicion 1.5.13. Si u es una funcién armdnica dos veces diferenciable en un
conjunto abierto A 'y z, € A, entonces existe una vecindad de z, en la cual u es la
parte real de una funcion analitica.

En otras palabras, existe una r > 0 y una funcién v definida en el disco abierto
D(z,; r) tal que 1 y v son armdnicas conjugadas en D(z,; r). En efecto, D(z; r)
puede ser tomado como el disco més grande centrado en z, y contenido en A. Una
demostracion directa de esto se bosqueja en el ejercicio 32. Una demostracién dis-
tinta de un resultado ligeramente mas fuerte se dard en el capitulo 2. Ya que las
ecuaciones de Cauchy-Riemann deben satisfacerse, v estd inicamente determinada
excepto por la suma de una constante. Estas ecuaciones pueden usarse como un
método para encontrar v cuando u es dada. (Véase el ejemplo resuelto 1.5.20.)

Ejemplos resueltos

1.5.14. ;En donde es analitica

2342z + |

z3+1

Calcule la derivada.



90

CAP. 1. FUNCIONES ANALITICAS

1.5.15.

1.5.16.

1.5.17.

1.5.18.

Solucién. Por la proposicién 1.5.3. (iii) f es analitica en el conjunto A = { ze€e Clz3 +
10 ] esto es, f'es analitica en todo el plano excepto en las raices ctibicas de —1 =
e™: a saber, los puntos ™3, ¢™ y ¢5%3 Por la férmula para derivar un cociente, la
derivada es

23+ D322+ 2) — (23 + 2z + 1)(3z)

3+ 1)?

(@ =

_ (2-42%
(z3+ 12

Considere f(z) = z3 + 1. Estudie el comportamiento infinitesimal de f en Zy=1.

Solucion. Usaremos el teorema del mapeo conforme (1.5.7). En este caso f(zy) =
3i%2 = —3. Asi f rota localmente un dngulo 1t = arg (-3) y multiplica longitudes por
3 =1f"(zy! . Mas precisamente, si ¢ es cualquier curva que pasa a través de 20=1,
la curva imagen tendr4, en f(z,), su vector tangente rotado por 7 y alargado por un
factor 3.

Demuestre gue {(z) =Z no es analitica.

Solucion. Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = x — iy donde z = (x, y) = x + iy. Asi u(x, y) = x,
v(x, y) = —y. Pero dw/dx = 1 y dv/dy = -1, en consecuencia du/dx # dv/dy y, por
lo tanto, las ecuaciones de Cauchy-Riemann no se satisfacen. Por ende, f(z) =z no
puede ser analitica, por el teorema de Cauchy-Riemann (1.5.8).

Sabemos, por la proposicion 1.5.3, que (z) = 2* + 1 es analitica. Verifique las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann para esta funcion.

Solucién Si f(z) = u(x, y) + iv(x, y) cuando z = (x, y) = x + Iy, entonces en este caso
u(x,y) =x>-3xy? + 1 y v(x, y) = 3x2y — 3. Por lo tanto, ou/ox = 3x2 — 3y2, du/dy =
—6xy, ov/iox = 6xy y ov/dy = 3x% ~ 3y2, de lo cual vemos que du/dx = dv/dy y ou/dy
= —ov/ox.

Sea A un subconjunto abierto de Cy A* =|z1Z € A}. Suponga que f es analitica en

A y defina una funcién g en A* como g(z) = f(—z—i Demuestre que g es analitica en A*.

Solucion. Si f(2) = u(x, y) + iv(x, ¥), entonces g(z) = f(__z) = ulx, —y) — iv(x, —y). Checa-
mos las ecuaciones de Cauchy-Riemann para g como sigue:

du

ox

ov
(x, -y} ay

u(x,-y) =

0
9 R -
dx (Re g) (x. -y)

0 d
= — |- s — =—I
% [~v(x, —y)] 5 (Im g)
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d d Ju

dv
Sy (Reg) = 2y ulx, —y) = — By

x, —y) dx

(x,—y)
) R
= - [—v(x, =y)] =— FrE (Im g)

Puesto que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen y g es diferenciable en
el sentido de las variables reales (;por qué?), g es analitica en A* por el teorema de
Cauchy-Riemann. (Uno puede resolver directamente este ejercicio apelando directa-
mente a la definicién de diferenciabilidad.)

Suponga que f es una funcién analitica en una region (un conjunto abierto conexo)
A y que If(z)| es constante en A. Muestre que f(z) es constante en A.

Solucion. Usaremos las ecuaciones de Cauchy-Riemann para mostrar que f'(z) = 0
en todo A. Sea f= u + iv. Entonces | f12 = u? + v? = ¢ es constante. Si ¢ = 0, entonces
If(2)l =0y, por tanto, f(z) = 0 para toda z en A. Si ¢ # 0, tomamos las derivadas de
u? + v? = c con respecto a x y y para obtener

8u+2v8v =0 y 2u 8u+2v v =0

2u
ox ox dy dy

Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann esto se convierte en

uau_vau_o v8u+uau_0
ox dy y ox dy

Como un sistema de ecuaciones para las dos incégnitas du/dx y du/dy, la matriz de
coeficientes tienc determinante u? + v2 = ¢, que es diferente de 0. Asi la dnica
solucién es du/dx = du/dy = 0 en todos los puntos de A. Por lo tanto, f'(z) = du/dx
+ i(dv/dx) = 0 en todo A. Puesto que A es conexo, f es constante (por la proposicién
1.5.5).

Encuentre las armaénicas conjugadas de las siguientes funciones armonicas en C:
=x?—y? b = h
a) u(x,y) y ) ufx, y) =sen xcoshy

Observacion: El estudiante podria reconocer x2 — y? y sen x cosh y como las partes
reales de z2 y sen z, z = x + iy. A partir de esta observacién se sigue que las conju-
gadas, excepto por la suma de constantes, son 2xy y senh y cos x. (Vamos a ver en
la siguiente seccién que sen z es analitica.)

Es instructivo, sin embargo, resolver el problema directamente usando las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann, debido a que el estudiante no siempre podria reconocer
una funcién-analitica apropiada f( z) por simple inspeccién.
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1.5.21.

Figura 1.5.7. Una rama del
logaritmo es analitica en una

vecindad de 2,

Solucion

a) Si v es una arménica conjugada de u, entonces dv/ox = 2y y dv/idy = 2x. Por lo
tanto, v =2yx + g,(y) y v = 2xy + g,(x). Asi g,(y) = g,(x) = constante y, por tanto,
v(x, y) = 2yx + constante,

b) 9v/dx =—sen x senh y y dv/dy = cos x cosh y. La primera ecuaci6n implica que
v =cos x senh y + g,(¥) y la segunda ecuacién implica que v = cos x senh y +
g2(x). En consecuencia g () = g,(x) = constante. Por lo tanto, v(x, y) = cos x
senh y + constante.

Muestre que u (x, y) = log V x2 + y2 es arménica en C\0|. Discuta las posibles ar-
mdnicas conjugadas.

Solucién. Un célculo directo muestra que

0%u . 0 yi-x x2—y?

= + =
ax2 ay2 (x2 +y2)2 (x2 +y2)2

la ecuacién de Laplace, ecuacién (1), se satisface y, por lo tanto, la funcién es ar-
monica.

Si v(x, y) es una conjugada arménica, entonces

av du y v Ju x

= — = — y = —

ox dy x?+y? dy ox  x24y?

Como resultado de integrar la primera ecuacién, v = —tan~! (x/y) + g,(y), y de la
segunda, v = tan~! (y/x) + g,(x). Pero tan~! (y/x) + tan~! (xfy) = /2 (;por qué?) y,
por ende, v = tan~! (y/x) + constante.

Nétese que si z = x + iy, entonces Izl = V x? + y? y u(x, y) es la parte real de log z = log
Izl + i arg z. Si z; # 0, podemos escoger el intervalo para el argumento de forma tal que
la correspondiente rama del logaritmo esté definida y sea continua en una vecindad de
2, Nuestra funcién u(x, y) = log lzl es la parte real de ésta. La funci6n v(x, y) = tan™!
{(x/y) = arg z es una arménica conjugada para « en una vecindad de z,, y las ecuaciones
de Cauchy-Riemann se satisfacen, y, por tanto, log z £s analitica. (Véase figura 1.5.7.)
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Sin embargo, aun cuando u es arménica en todo C\{O], no hay forma de escoger una
armonica conjugada que trabaje en todo este conjunto al mismo tiempo, ya que se debe
hacer una elecci6n de tan™! (y/x). Tal conjugada deberfa ser una eleccién de una rama
del argumento, y no hay forma de hacer esto sin una discontinuidad de salto en algiin
lado. (Vamos a estudiar log z mds sistemdticamente en las siguientes secciones.)

1. Determine los conjuntos en los cuales son analiticas las siguientes funciones y calcule sus

derivadas:
a) (z+1)3 b) z+zi

1\ 1 5
© (z—l) D Eh@e D

2. Determine los conjuntos en los cuales las siguientes funciones son analiticas y cal-

cule sus derivadas:

a) 3z2+7z+5 b) (2z+3)*
3z—-1
) 3-z

3. ¢En qué conjuntos son analiticas las siguientes funciones? Calcule la derivada para cada

una de ellas.

a) Z", n es un entero (positivo 0 negativo)

1
(z + 1/2)?

c) Z/(z" - 2), n es un entero positivo.

4. Paray: Ja, b| — C diferenciable y f: A — C analitica, con y( Ja, b[) C A pruebe que ¢

= f o ¥ es diferenciable con 6'(¥) = f'(y(#))y’(¢) imitando la demostracién de la regla de
la cadena (1.5.4).

5. Estudie el comportamiento infinitesimal de las siguientes funciones en los puntos indi-

cados:

a) fl=z+3,2,=3+4i b) f(2)=2z%43z,2,=0
2
2°+z+1

¢) f(2)= —";“:—1—, zy =0

6. Estudie el comportamiento infinitesimal de las siguientes funciones en los puntos

indicados:
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a) f(2)=2z+5,2,=5+6i b) )=z +4z,7,=i
o fla)=Wz-1),zy=i

7. Demuestre que df ~'/dw = 1/f’(z), donde w = f(z), diferenciando f~'(f(z)) = z y usando
la regla de la cadena. Asuma que f-! est4 definida y es analitica.

8. Use el teorema de la funcién inversa para mostrar que si f: A — C es analitica y
f'(z) # 0 para toda z en A, entonces f mapea conjuntos abiertos de A en conjuntos
abiertos.

9. Verifique las ecuaciones de Cauchy--Riemann para la funcién f(z) = z2 + 3z + 2.

10. Demuestre que f(z) = Izl no es analitica.
11. Demuestre, por cambio de variables, que las ecuaciones de Cauchy—-Riemann, en términos
de coordenadas polares, son

Ju
or

av v 1 du

1
r

20 or r d0

12. Haga cuidadosamente los célculos en el ejercicio 11 por medio del siguiente procedi-
miento. Sea f definida en el conjunto abierto A C C (esto es, f: A C C > C) y su-
ponga que f(z) = u(z) + iv(z). SeaT: 10, 2n[x R* — R? donde R* = [x € Rix> 0},
dada por T(0, r) = (r cos 8, r sen 8). Asi T es uno a uno y sobre el conjunto RA [(x,
Ol x2 0|. Definase u (8. r) = u(r cos 0, r sen 0) y v = (r cos 0, r sen ). Demuestre
que

a) T es continuamente diferenciable y tiene una inversa continuamente dife-
renciable.

b) f es analitica en A\x + iy | y =0, x>0} siysélosi (@ ,v): T-! (A)=> R2es
diferenciable y

ou
a0

du 1 av v

or r 2o or

1
Ty

enT-' (A)

13. Defina el simbolo df/9% como
F 1 ( of of )

0z 2 ox i dy

Demuestre que las ecuaciones de Cauchy-Riemann son equivalentes a df/9z = 0.

Nota. Debido a este resultado, algunas veces se dice que las funciones analiticas no
son funciones de z sino solamente de Z. Esta afirmacién puede hacerse mds precisa
como sigue. Dada f(x, y), escribase x = (1/2) (z + Z) y y = (1/2i) (z — Z). Entonces f se
convierte en una funcién de z y 7y laregla de la cadena nos da

o _o x ay_z(af laf)

dJz dx 07 dy d%T 2
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Defina el simbolo df/dz como

o _ (o L I
3z 2 1

a) Demuestre que si fes analitica, entonces f'= df/dz.

b) Si f(z) =z, demuestre que df/dz =1y dffdz=0.

c) Sif(z) =z, demuestre que df/dz=0ydffdz=1.

d) Demuestre que el simbolo d/0z y d/dz cumple las reglas de suma, producto y
multiplicacién escalar para las derivadas.

€) Demuestre que la expresion Zj-¢ Zh-o a,, 2"Z" es una funcién analitica de z si y

s6lo si a,, = 0 siempre que m # 0.

Suponga que f es una funcién analitica en el disco D = {z tal que Izi > 1} y que Re f(2) =

3 para toda z en D. Demuestre que f es constante en D.

a) Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una funcién analitica en un conjunto conexo A. Si au(x,
y) + bv(x, y) = c en A, donde «, b, ¢ son constantes reales no todas 0, demuestre que
f' es constante en A.

b) (El resultado obtenido en @) es aun vélido si a, b, c, son constantes complejas?
Suponga que f es analitica en A = {z | Re z > 1} y que du/dx + dv/dy = 0 en A.

Demuestre que existe una constante real ¢ y una constante compleja d tal que f(z) =
—icz+denA.

Sea f(z) =2z%z1%siz # 0y f(0)=0.

a) Muestre que f(z)/z no tiene un limite cuando z — 0

b Siu=Refyv=Imf, muestre que u(x, 0) = x, v(0, y) = y, u(x, 0) = v(x, 0} = 0.

¢) Concluya que las parciales de u y v existen, y que las ecuaciones de Cauchy-
Riemann se satisfacen, pero que f'(0) no existe. ;Contradice esta conclusién el
teorema de Cauchy—Riemann?

d) Repita el ejercicio ), haciendo f= 1 en los ejes x y y, y 0 en cualquier otro lado.
) Repita el ejercicio ¢) haciendo f(z) = V Ixyl.

Sea f(z)=(z + /(z-1).

a) ¢(Doénde es fanalitica?

b} (Es fconforme en z =07

¢} ¢Cuiles son las imigenes de los ejes x y y bajo f?
d) (En qué dngulo se intersectan estas imagenes?

Sea f una funci6n analitica en un conjunto abierto conexo A y suponga que " * (z) (la
derivada n + 1) existe y es cero en A. Muestre que f es un polinomio de grado n.
JEn qué conjunto es

u(x,y) =Re armonica?
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22,
23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Verifique directamente que las partes real e imaginaria de f(z) = z* son arménicas.
(En qué conjuntos son armdnicas cada una de las siguientes funciones?

x-1

a) u(x,y)=Im @ +3z+1) b ux,y)y= ————
’ x2 4y _2x+1

(En qué conjuntos son armdnicas cada una de las siguientes funciones?

a) u(x,y)=Im(z + 1/z) b) u(x,y)= 2
(x—1)2+y?
Sean f: A — Cy w: B — R arménicas con f(A) C B. Muestre que wo f: A > Res
arménica.
Si u es arménica, demuestre que, en términos de coordenadas polares,
5 %u Ju %u
r +r + =0

or? or 06?

(Sugerencia: use las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar, ejercicio 11.)

a) Muestre que u(x, y) = e cos y es arménica en C.
b) Encuentre una arménica conjugada v(x, y) para u en C tal que v(0, 0) = 0.
c) Muestre que f(z) = e® es analitica en C.

Muestre que u(x, y) = x> — 3xy? es arm6nica en C y encuentre una arménica conjugada
v tal que v(Q, 0) = 2.
Si u(z) es armoénica y v(z) es armoénica, entonces

a) (Es u(v(z)) arménica.
b) (Es u(z) - v(z) arménica?
¢) (Es u(z) + v(z) arménica?

Considere la funcién f(z) = 1/z. Dibuje los contornos de u = Re f-= constante y v =Im f
= constante. ;Como se intersectan? ;Es siempre cierto que grad v es paralelo a la curva
v = constante?

Suponga que u es una funcién de valores reales dos veces continuamente diferenciable
en un disco D(zy; r) centrado en z, = x, + iyy Para (x;, y|) € D(zy; r), muestre que la
ecuacién

b X

U
(x, )’0) dx

ou
— () dy - J
ox xp O

v(x, y)) =c+[

Yo

define una armgnica conjugada para u en D(z,, r) con v(x,, y,) = c.

1.6. DIFERENCIACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

En esta seccion se discutirdn las propiedades de diferenciabilidad de las fun-

ciones elementales discutidas en la seccién 1.3.
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Funcion exponencial y logaritmo

Proposicion 1.6.1 La funcién f: C = C, z > €%, en analiticaen Cy

de?
dz

=eZ

Demostracion. Por definicion, f(z) = e* (cos y + i sen y) y asi las partes real €
imaginaria son u(x, y) = e* cos y y v(x, y) = e* sen y. Estas son funciones C*
(diferenciables un nuimero infinito de veces) y, por ende, f es diferenciable en el
sentido de las variables reales. Para demostrar que f es analitica debemos verificar
las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Pero

ou e* cos Ju —e* sen
—=é€*c — = e
ox Y dy Y
dv x dv oF cos
—— = ¢*sen =

o Y dy o8y

Asf du/dx = dv/dy y duldy = —dv/dx y por el teorema de Cauchy-Riemann, f es
analitica. Ademas, ya que

df du _dv N i .
Z - o + i ke e*(cosy+iseny)=e

la proposicion queda probada.

Una funcién que estd definida y es analitica en todo el plano C es llamado entera.
Asi, f(2) = e? es una funcién entera.

Usando las reglas de diferenciacién (proposicién 1.5.3) como se emplean en
célculo elemental, podemos diferenciar e en combinacién con varias funciones.
Por ejemplo, €2 + 1 es entera porque z —> z2 y w —> ¢” son analiticas y asi por la re-
gla de la cadena, z > z* es analitica. Por la regla de la cadena y la regla de la suma,
de@ + 1) /dz = 2z¢%.

Recordemos que log z: C\[0} — C es una inversa de e* cuando se restringe e?a
una banda de periodicidad {x +iyly,Sy<y+ 21:}. Sin embargo, la diferenciabilidad
de log z debe restringirse a un conjunto més pequeiio que C\ O}. La razén es simple:
log z = log lzl + i arg z, para, digamos, 0 < arg z < 2n. Pero la funcién arg es
discontinua, salta 27 al cruzar el eje real. Si removemos el eje real entonces estamos
excluyendo los reales positivos sobre los que queremos que log z esté definido. En
consecuencia, es conveniente usar la rama -7 < arg z < %. Entonces un conjunto
apropiado sobre el cual log z es analitica estd dado como sigue.

Proposicion 1.6.2. Sea A el conjunto abierto que es igual a C menos el eje real
negativo incluyendo al cero (esto es, C\{x +iylxS0yy= 0}). Definase una rama
de log en A como
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logz = loglzl +iargz —M<argz<m

la cual es llamada la rama principal del logaritmo. Entonces log z es analitica en
A con

e logz = —
dz 08 2 z

Afirmaciones andlogas son vdlidas para otras ramas.

Primera demostraciéon (usando el teorema de la funcién inversa). De la sec-
cién 1.3, sabemos que log z es la tinica inversa de la funcién f(z) = e? restringida al
conjunto {zl Z=Xx+1iy,-T<y< n]. Dado que de*/dz = e* # 0, el teorema de la fun-
cién inversa implica que, localmente, ¢* tiene una inversa analitica. Puesto que la
inversa es unica, esta debe ser log z. La derivada de f~1(w) es 1/f'(z). En este caso
'@ =f(z)=w,yasidf '/dw = 1/w en cada punto w € A y asi el teorema estd pro-
bado. W

Segunda demostracién (usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en su
forma polar. En forma polar log z = log r + i0, y asi u(r, 8)= log r, v(r, 8) = 6, las
cuales son funciones C* de r, 6. También, las ecuaciones de Cauchy-Riemann, ex-
presadas en coordenadas polares, son una herramienta vdlida en la regién A, como
se explicé en la seccidn 1.5 y los ejercicios 11 y 12 al final de esa seccién. Pero

ou 11 ov
or r r a0
Yy
1 du : ov
v 20 T or

y por ende las ecuaciones de Cauchy-Riemann son vdlidas. Tenemos también

4 ogz = 2 logr + ioo

dz ng_ax gr ox
_18r+,89
T ox ' ox

Es obvio que en A, 9r/dx = x/r y 08/0x = —y/r? si se usa, por ejemplo, 0 = tan™!
(y/x), y asi

X iy z 1
—_— ]0 l = - = = — .
£ r r? |12 Z

El dominio en el cual la rama principal de log z es analitica, se da en la figura
1.6.1. Aqui estd un ejemplo de otra rama: log z =log Izl + i arg z, 0 < arg z < 27, es



99

Figura 1.6.1. Dominio del log z.

analitica en C\{x +iix20,y= O]. Usaremos la rama principal a menos que se es-
tablezca otra cosa.
Cuando usamos log z en composiciones, debemos ser cuidadosos de perma-
necer en ¢l dominio de log. Por ejemplo, consideremos f(z) = log Z2 usando la rama
- principal de log. Esta funcién es analitica en A=lzlz#0yargz+# +m/2} debido al
siguiente razonamiento. La proposicién 1.5.3. muestra que z* es analitica en todo C.
La imagen de A bajo el mapeo z — 22 es precisamente C\{x =iylx<0,y= 0]
(;por qué?), el cual es precisamente el conjunto en el que la rama principal de log
estd definida y es analitica. Por la regla de la cadena z — log z? es analitica en A
(véase la figura 1.6.2).

Figura 1.6.2. Dominio de analiticidad del log z*.

La funcién f(z) = log z> también ilustra que cierta cantidad de cuidado debe
ejercerse al manipular logaritmos. Considere las dos funciones log z? y 2 log z. Si
consideramos todos los posibles valores del logaritmo, las dos colecciones son igua-
les. Sin embargo, si escogemos una rama particular, por ejemplo, la rama principal y
la usamos para ambas, entonces las dos no son siempre iguales. Por ejemplo, si z =
1 + i, entonces arg z = 3n/4 y log 22 = log 2 — mi/2, mientras que 2logz=1log 2 +
3 mi/2. La funci6n log z2 es analitica en el plano con el eje imaginario removido,
mientras que 2 log z es analitica en el plano con el eje real negativo removido.
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Las funciones trigonométricas

Ahora que hemos establecido propiedades de e?, la diferenciacién de las fun-
ciones seno y coseno se sigue rapidamente.

Proposicién 1.6.3. sen z y cos z son funciones enteras con sus derivadas dadas por

d d
——Sen Z = CoS Z y
dz dz

COSZ = —sen z

Demostracién. sen z = (¢2— e ~%)/2i, al usar la regla de la suma, la regla de la
cadena y el hecho de que la funcién exponencial es entera, podemos concluir que
sen z es entera y que d(sen z)/dz = {ie®® — (~ie™%))/2i = (&2 + e~%)/2 = cos z. Similar-

mente,
d d 1 . i _
Cosz = — — (e%+ ) = — (e%—e™)
dz dz 2 2
=- ——(ef-e) = —senz A
2i

Podemos discutir también sen! z y cos™! z en mds o menos la misma forma que
discutimos log z (que es exp~! z con dominios y rangos apropiados). Estas funciones
se analizan en el ejercicio 6 al final de esta seccién.

La funcién potencia

Sean a y b nimeros complejos. Recordemos que a” = ¢? °29, que es, en gene-
ral, multivaluada de acuerdo a las diferentes ramas para el log que escojamos. Que-
remos ahora considerar las funciones z — z? y z — a2 Aun cuando estas funciones
parecen ser similares, sus propiedades de analiticidad son completamente diferentes.
El caso en que b es un entero fue cubierto en la proposicién 1.5.3. La situacién para
b en general es ligeramente mds complicada.

Proposiciéon 1.6.4

(1) Para cualquier eleccion de una rama para el logaritmo, la funcién z — a*
es entera y tiene derivada z — (log a)aZ®.

(ii) Fijese una rama para la funcién log —por ejemplo, la rama principal—
entonces la funcién z — z° es analitica en el dominio de la rama
escogida y la derivada es z. > bzb-).

DPemostracién

(i) a®*= e*'°8 4 Por la regla de la cadena esta funcién es analitica en C con
derivada (log a) e2'°8¢ = (log a)a? (log a es meramente una constante).
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(ii) z? =e?'82 Esta funci6n es analitica en el dominio de log z, ya que w +> e®*
es entera. También, por la regla de la cadena,

_61_.zb —-— ﬁ eb|0g2= _b_zb

dz Z z

(Que esto es igual a bz 2~ ! se sigue del ejercicio 20 al final de 1a seccién 1.3.) l

Por supuesto, en (ii), si b es un entero > 0 sabemos que z? es entera (con
derivada bz?~'). Pero en general, z” es analitica s6lo en el dominio de log z.

it

Figura 1.6.3. Regiones de analiticidad para z — z2.

Vamos a enfatizar lo que se establecid en (ii). Si escogemos la rama principal
del log z, que tiene dominio C\[x + iyl y = 0y x < 0} y rango RX]-x , &[ (;por
qué?), entonces z — z? es analitica en C\[x +iyly =0, x < 0} (véase la figura
1.6.3). Podrjamos también escoger la rama del log que tiene dominio C\{x +ixlx=
O] y rango RX]-7r/4, t/4[, entonces z —> z¢ seria analitica en C\[x + ix| x 2 ol

La funcion raiz n-ésima

Una de las raices n-ésimas de z estd dada por z!/#, para una eleccién de una
rama de log z. Las otras raices estin dadas por las otras elecciones de las ramas, como
en la seccién 1.3. La rama principal es la que es mds usualmente empleada. Asf, por la
proposicién 1.6.4 (ii), obtenemos, como un caso especial.

Proposicion 1.6.5. La funcion z — z\ = Yz es analitica en el dominio de log z (por
ejemplo, la rama principal) y tiene derivada

Z > 1 ZCUmy=1

n
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Como con el log z, debemos ejercer cuidado con las funciones z — z2, 7 — Nz
cuando las componemos con otras funciones, para estar seguros que permanecemos
en el dominio de analiticidad. El procedimiento para la funcién raiz cuadrada se
ilustra en el ejercicio resuelto 1.6.8.

Ejemplos resueltos

1.6.6. Diferencie las siguientes funciones, dando la region apropiada en la cual las
Junciones son analiticas:

a) e’ e) cosT
b) sen (e?) ) ez-1)
c) e(z* +3) g) log(e?+ 1)
d) Jet +1
Soluciones
a) z+>e® - e es entera, por la regla de la cadena z — e es entera. Asimismo, por

b)

<)

d)

D

8)

la regla de la cadena la derivada en z es e%e®’.

z > sen e*. Ambas, z — e? y w —> sen w son enteras. También, por la regla de la
cadena, z —> sen e®es entera y la derivada en z es (cos e?)e?.

z+> e%/(Z2 + 3). La funci6n z —> e? es entera y la funcién z — 1/(z% + 3) es analitica
ticaen C\[= V3i]. En consecuencia z — e%/(z? + 3) es analitica en C\[+V 31 y
tiene derivada en z # +v 3i dada por

e’ et-2z e¥ (22 -2z +3)

22+3  @2+32 (22432

z+> Ve? + 1. Escoja la rama de la funcién w~> V w que es analitica en C\lx+iyly=0,
x < 0}. Entonces debemos escoger la regién A tal que si z € A entonces e + 1 no es
al mismo tiempo real y < 0. Nétese que e? es real si y = Im z=nx para algiin entero n
(¢por qué?). Cuando £ es par, e* es positiva; cuando # es impar, e? es negativa. Aquf
le?l = ¢*, donde x = Re z y e* 2 1 si x 2 0. Por lo tanto, si definimos A = C\{x + iyl
x 20, y=(2n + 1)x, n variando a través de los enteros positivos y negativos y el
cero] (como en la figura 1.6.4), entonces e® + 1 es real y < 0'si z € A. Puesto que

e® + 1 es entera, ésta es, ciertamente, analitica en A. Por la regla de la cadena, V % + 1
es analitica en A con derivada en z dada por (e? +1)712 (e%)/2.

z+> cos z. Yaque z = x + iy, por la proposicién 1.3.4, cos z = cos (x — iy) = cos x
cos(—iy) — sen x sen(-iy) = cos x cosh y + i sen x senh y asi u(x, y) =cos xcosh y y
w(x, y) = sen x senh y. Por lo tanto, du/dx = — sen x cosh y, dv/dy = sen x cosh y. Si
cos z fuera analitica, du/dx seria igual a dv/dy, lo cual ocurriria si sen x=0 (esto es, si
x=0,0six=mn,n=*x1, 2, ..). Asi no existe un conjunto abierto A (no vacio)
en el cual z— cos z es analitica.

z+> 1/(e* - 1). Por la proposici6n 1.5.3 (iii) y el hecho que z+—>e? — 1 es entera, con-
cluimos que z —> 1/(¢% — 1) es analitica en el conjunto en el que 2 — 1 # 0, a saber,
el conjunto A = C\lz = 2rtniln =0, =1, *2,.. ). La derivada en z es —e?/(e?— 1)2.

z > log (e* + 1). Como el log (en la rama principal) estd definida y es analitica en la
misma regién que la raiz cuadrada, a saber, A = C\{x +iyly=0,x< 0], podemos usar
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Figura 1.6.4. Regién de analiticidad de z— Ve® + 1.

los resultados de d). Por la regla de la cadena y por los resultados de'd), z+> log
(¢* + 1) es analitica en la regi6n descrita en la figura 1.6.4.

1.6.7. Vériﬁque directamente que la funcién e” preserva dngulos entre lineas paralelas a los
ejes coordenados.

Solucién. La linea determinada por y = y, es mapeada en el rayo {x + ix tan | y, lx > o,
y la linea determinada por x = x,, es mapeada en el circulo |z tal que Izl = e}, véase la
figura. 1.3.7. El 4ngulo entre cualquiera de tales rayos y el vector tangente al circulo
en el punto de contacto del rayo y el circulo es ©/2. Asi los dngulos se preservan. Esto
es consistente con el teorema del mapeo conforme (1.5.7).

1.6.8. Muestre que puede definirse una rama de la funcién w — | w de tal forma que
z+> V z2— 1 es analitica en la region sombreada en la figura 1.6.5. y use las nota-
ciones de esa figura para muestrar que Y72 -1 = V1,1, *92 donde 0 <0, <
2, -n< 0, <m.
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Ejercicios

Figura 1.6.5. Dominio de analiticidad de vz2 - 1.

Solucion. Si ¥z — 1 es una raiz cuadrada de z — 1 y vz + 1 es una raiz cuadrada de z + 1,
entonces ¥z —1 - ¥z + 1 es una raiz cuadrada de 22 - 1 (;por qué?). Para z— vz - I podemos
escogery definida y analiticaen C\{x+ iy ly=0y x> 0}; asi z+> vz~ 1 es analitica en
C\x+iyly=0,x2 1] Paraz—\ z + 1 podemos escogery definida y analiticaen C\}x + iy|
y=0y x<0}; por lo tanto, z— vz + 1 es analitica en C\[x + iy | y = 0, x <— 1). Por ende; z >
Vz—1Vz + 1 es analitica en C\{x + iyl y =0, x| = 1} con las ramas apropiadas de y , como se
indic6. Con estas ramas tenemos vz — 1 =V r,e®2y Vz + 1 =1r, /%, por lo tanto Vz — 1
VZ+T=Vr r,e®+8)2 Comozs Vz=T Vz+ 1 es analiticaen C\{x + iy  y =0, X 2 1),

debe corresponder a alguna rama de la funcién raiz cuadraday  en la funcién z — v z2— 1.
Para ver cudl de ellas, nétese que ze€ C\x +iyly=0,1xI>1]si 22~ 1€ C/{x+iy|y=0,x20}
(¢por qué?) y asi, si tomamos laV definida y analitica en C\{x +iyly=0,x2 O}, entonces
2>V 22— 1 es analitica en C\[x + iyl y = 0, Il > 1),

NortA. Se ha usado aqui el simbolo | para expresar diferentes ramas de la funcién raiz
cuadrada, la rama particular es clara a partir del contexto. El estudiante debe habituarse a
pensaren Yy  junto con la eleccién de una rama.

1. Diferencie y dé la regitn apropiada de analiticidad para cada una de las siguientes:

a) ?+z : b) 1/z

2+1
C) senz/cosz d) exp ( ]
z_
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11.
12,

13.
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Diferencie y dé la regién apropiada de analiticidad para cada una de las siguientes:
a) 3 b) log(z+1)
c) U+D d) Vz
e) ¥z
Determine si existen los siguientes limites complejos y encuentre sus valores, si existen.
et —1 . _ senizl
a) lim - b) lim —=
z=0 Z z >0 Z

Debemos si existen los siguientes limites complejos y encuentre sus valores, si existen:

log z z—1
@) lim —= b) lim
z—1 - 1 z—>1 - 1
¢Es verdad que isen zt < 1 paratodaz € C?

Resuelva sen z = w, muestre como escoger un dominio y de esta manera c6mo escoger una
rama particular de sen~! z de modo que sea analitica en el dominio. De la derivada de
esta rama del sen~! z; véase el ejercicio 35 al final de la seccién 1.3.

Sea f(z) = 1/(1 - 2), ;es continua en el interior del circulo unitario? !

Sean u(x, y) y v(x, y) funciones con valores reales definidas en un conjunto abierto A C R2
= C y suponga que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en A. Demuestre que
u,(x, y) = [u(x, N* = v(x, W12 y v (x, ¥) = 2u(x, y)v(x, y) satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en A y que las funciones u,(x, y) =e“®Y cos v(x, y) y v,( x, y) = ="
sen v(x, ¥) también satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en A. ;Puede usted
hacer esto sin realizar ninglin cdlculo?

Encuentre la region de analiticidad y la derivada de cada una de las siguientes funciones:

a) Z/(Zz—l) ‘ b) et + (12

Encuentre la region de-analiticidad y la derivada de cada una de las siguientes fun-
ciones: o '

a) V3 -1 b) senvVz

Encuentre el minimo de le?’| para aquellas z con Izl < 1.

Demuestre la proposicién 1.6.5 usando el método de la primera demostracién de la
proposicion 1.6.2.

(Dénde es analitica z — 227 ;Y z +> z%7?

Defina unarama de v 1 + y z y muestre que es analitica.

- EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 1

1.
2.

Calcule €%, log (1 + i); sen i; 3f; g2 log (=D
¢Para qué valores de z se satisface log z2 = 2 log z si se usa la rama principal en ambos
lados de la ecuacién?
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CAP. 1.

3.
4.
5.
6.
7.

10.
11.

12.

13.

14.

15‘

16.

17.
18.

FUNCIONES ANALITICAS

Encuentre las raices octavas de ..

Encuentre todos los niimeros z tales que 22 =1 +i.

Resuelva paraz, cos z= V3.

Resuelva para z, sen z = V3.

Describa geométricamente el conjunto de puntos z € C que satisfacen

a) lz+il=lz-il by lz—11=3lz-2I
Describa geométricamente el conjunto de puntos z € C que satisfacen
a) lz=1l=lz+ 1l by 1z—-11=2ll
Diferencie las siguientes expresiones en las regiones apropiadas:

I

3

a) 2+8 b)
22 +1

c) exp(z*-1) d) sen (log z2)

¢En qué conjunto es analitica ¥z? — 2? Calcule la derivada.
Describa los conjuntos en que son analiticas las siguientes funciones y calcule sus deri-
vadas:

1z
a) e _—
(1 —sen z)?

eaz
¢) ———— paraareal
a’+ 72

Repita el ejercicio de repaso 11 para las siguientes funciones:

senz
a) exp

paraae C b)
l-az z!

¢ Puede definirse una rama uni-valuada (analitica) del log z, para los siguientes conjuntos?

a) {z11 <zl <2} b) [zIRez> 0}
c) [leez>Imz}

Muestre que la funcién z — z + 1/z transforma el circulo {z tal que ld = c} en la elipse
descrita por {w = u + iv | # = (¢ + 1/¢) cos 0, v = (¢ — 1/c) sen 8, 0 < 0 < 2n). ;Podemos
permitir c = 17

Sea fanalitica en A. Definase g : A — Ccomo g(z) = f(2). {Cudndo es analitica g?
Encuentre las partes real e imaginaria de f(z) = z3 y verifique directamente que sa-
tisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Sea f(x + iy) = (x? + 2y) + i(x? + y?). {En qué puntos existe f(z,)?

Seaf: A C C - C analitica en un conjunto abierto A. Sea A = {71z € A}

a) Describa geométricamente a A.
b) Definag: A — C como g(z) = [ f(z)]% Demuestre que g es analitica.
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Suponga que f: A C C — C es analitica en un conjunto abierto conexo A y que f{z) es
real para toda z € A. Demuestre que fes constante.

Demuestre las ecuaciones de Cauchy-Riemann como sigue. Seaf: A C C — C diferen-
ciable en z, = x;, = + iy,. Sea g,(f) =t + iy, y g,(t) = x, + it. Aplique la regla de la cade-
naafog,yfo g, parademostrar el resultado.

Sea f(z) analitica en el disco i1z — 1l < 1. Suponga que f'(z) = 1/z, f(1) = 0. Demuestre
que f(z) = log z.

Use el teorema de la funcién inversa para demostrar el siguiente resultado. Seaf: A C
C — C analitica (donde A es abierto y conexo) y suponga que f(A) C {z tal que Izl = 3].
Entonces fes constante.

Demuestre que

para cualquier z; € C,

a) Si un polinomio p(z)=a, +a,z + - - » + a,2z" tiene una rafz ¢, entonces muestre que po-
demos escribir p(z) = (z — ¢)h (2), donde (z) es un polinomio de grado n— 1. (Use la
divisién de polinomios para mostrar que z — ¢ divide a p(z).)

b) Use la parte a) para mostrar que p no puede tener mds de n raices.

c) (Cuéndo es c una raiz de ambas, p(z) y p’(2)?

.En qué conjunto es analitica la funcién z — z2? Calcule su derivada.

Sea g analitica en el conjunto abierto A. Sea B=[z¢€ A | g(z) 0]. Muestre que B es
abierto y que 1/g es analitica en B.

Encuentre y represente graficamente todas las soluciones de z3 = —8i.

Seaf: A C C — C analitica en el conjunto abierto A y sea f’(z;) > 0 para toda z, € A.
Muestre que {Re f(z) | z € A} C R es abierto.

Demuestre que u(x, y)= x> — 3xy?, v(x, ¥) = 3x%y — y? satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann. Comente el resultado.

Demuestre que las siguientes funciones son continuas en z = 0:

2327112
{(Re 294zl z#0 by f(z)=\z

a) f(z)=
0 z=0

¢{En qué puntos z son diferenciables las siguientes funciones?
a) f(z)=Izl b) f(a)=y—ix

Use el teorema de De Moivre para encontrar la suma de sen x + sen 2x + - - - + sen nx.
Para la funcién u(x, y) = y> — 3x2y,

a) Muestre que u es arménica (véase la proposicién 1.5.11).
b) Determine una arménica conjugada v(x, y) tal que u + iv es analitica.

Considere la funcién w(z) = 1/z. Dibuje las curvas de nivel u constante, Discuta.
Determine los cuatro diferentes valores de z que son mapeados en la unidad por la fun-
cién w(z) = z4.
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36. Suponga que fes analitica y satisface la condicién |f(z)* ~ 11 < | en una regién Q. Mues-
trequeoRe f(z2)>0oqueRe f(z) < Oentodo Q2.

37. Suponga que f: C — C es continua y que f(z) = f(2z) para toda ze C. Muestre que fes
constante en C.

38. Suponga que f: C — Cesenteray que f(2z) = 2 f(z) para toda z € C. Muestre que existe
una constante ¢ tal que f(z) = cz para toda z. (Podria necesitar usar el ejercicio 37.)



Teorema de Cauchy

Una ventaja conveniente del anélisis complejo es que estd basado en unos
cuantos, aunque poderosos, teoremas sencillos, de los cuales se siguen la mayoria de
los resultados del tema. Entre estos teoremas, uno de los principales es el teorema
de Cauchy, el cual nos permite probar, por ejemplo, que si f es analitica, entonces
todas las derivadas de f existen. El teorema de Cauchy es la clave del desarrollo del
resto de la materia y sus aplicaciones.

2.1. INTEGRALES DE CONTORNO

Definiciones y propiedades basicas

Para ser capaces de estudiar el teorema de Cauchy necesitamos primero definir
las integrales de contorno y estudiar sus propiedades bdsicas.

Sea h : [a, b] € R — C una funcién y hdgase h(t) = u(z) + iv(t). Supdéngase,
por simplicidad, que u y v son continuas. Defina

b b b
f_h(t)dt=J u(t)dt+ij v(itydte C

a a a

donde las integrales de u y v tienen el significado usual del célculo de una variable.
Queremos extender esta definicién a integrales de funciones a lo largo de curvas en
C. Una curva o contorno continuo en C es, por definicién, una funcién continua Y:
[a, b] — C. La curva es llamada C! por tramos, si podemos dividir el intervalo [a, b]
en un niimero finito de subintervalosa=a,<a, <+ - < a, = b tal que Y'(7) existe en
cada subintervalo abierto la; a;, [y es continua en [a;, a;, ,]; 1a continuidad en [a,,
a; , ;] significa que los h’mitestll’m+'y’(t) y lim ¥'(#) existen (véase, por ejemplo, la fi-

a; t=a,,—~

gura 2.1.1). A menos que se especifique lo contrario, se asumirs que las curvas son
continuas y C! por tramos.

109
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Definicién 2.1.1. Suponga que f es continua y estd definida en un conjunto
abierto A C C y que y: [a, b] — C es una curva suave por tramos que satisface Yy
([a,b]) C A. La expresion

n-1| &4
J y f= I yf(z) dz =3 J FOy@®)y'(v) dt

i=0
a,

es llamada la integral de T a lo largo de .

Y(b)
1(b) 1) /
Y Y(c)
a b a b a © b
Y(a) Ya)
a) b) <)

Figura 2.1.1. Curvas en C. (a) curva suave; (b) curva C' por tramos; (c) curva discontinua.

La definicién es andloga a la siguiente definicién de integral de linea del célcu-
lo. Sean P(x, y) y Q(x, ¥) funciones de x y y con valores reales, y sea Y una curva.
Defina

n-11 a4, dx dy
P(x, y) dx + Q(x, y) dy = X, P(x(D), y(8)) = + Q(x(2), y(?)) =~ | dt
Y i=0) 9 dt dt
donde Y(f) = (x(#), y(1)). Las dos definiciones estin relacionadas como sigue.

Proposicién 2.1.2. Si f(z) = u(x, y) + iv(X, y), entonces

J . f=L [u(x, y) dx — v(x, y) dy] + i L[u(x, y) dy + v(x, y) dx]

Demostracion
FOYD) = Y (0 = [u(x(®), () + iv(x(®), y()] * [X'(0) + iy' )
= [u(x(2), y(O)X'() — v(x(D), y(O)y' ()]
+ i[v(x (D), y(O)x' () + u(x(®), y(H))y'(D]

Al integrar ambos lados sobre [g;, a, , ;] con respecto de ¢ y al usar la definicion
2.1.1 obtenemos el resultado deseado. B _
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Este resultado puede recordarse ficilmente al escribir formalmente
f(z)dz=(u+iv)(dx+idy)=udx—vdy+i(vdx+udy)
Para una curva y: [a, b] — C, definimos la curva opuesta, =Y: [a, b] — C,

como (-Y) (¢) = Y(a + b — 1). Esta es sencillamente Y recorrida en el sentido opuesto
(véase la figura 2.1.2).

Figura 2.1.2. Curva opuesta.

También queremos definir la unién o suma Y, + Y, de dos curvas v, y v,. Intui-
tivamente queremos unirlas por sus extremos para formar una sola curva (véase la
figura 2.1.3). En forma precisa, supongamos que Y,: la, b] > Cyquevw,: (b c] >
C, con v,(b) = v,(b). Definamos Y, + Y, [a, c] = C como

Y,(2) si te [a, b]
(1 + )0 = {72(0 si te [b, c]

12

Y./ it

Figura 2.1.3. Unidn de dos curvas.

Claramente, si vy, y v, son suaves por tramos, entonces también lo es Y, + Y, Si
los intervalos [a, b] y [b, c¢] para Y, ¥ Y, no son de esta forma especial (el primer in-
tervalo termina donde empieza el segundo), entonces la férmula es un poco mas
complicada, pero esta forma particular serd suficiente en este texto. La suma gene-
ral v, + - - - + v, se define similarmente.
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La proposicién 2.1.3 da algunas propiedades de la integral que se siguen de las
definiciones dadas es esta seccién. Se le pide al estudiante que las demuestre en el

ejercicio 6 al final de esta seccién.

Proposiciéon 2.1.3. Para funciones (continuas) f, g, constantes complejas ¢, ¢, y
curvas ¥, Yy» Ya» C'por tramos, tenemos

(1) J (clf+ ng)=C1J' f+c2J g
Y Y Y
(i1) J f=—J' f
=Y Y
(iii) J f=J f+J f
T +Y2 T ko)

Por supuesto, pueden hacerse enunciados mas generales (los cuales se siguen
de los anteriores), a saber:

@ 3 cf, =i(c,-Lf,.)

Jy i=1 i=1

[ n
(iii) =3 L,f

J'YI+...+'Y" =

Para calcular ejemplos especificos es, algunas veces, conveniente usar la férmula

J f=J (udx—vdy)+iJ (udy + v dx)
Y Y Y

Sin embargo, puede ser que se nos da no coOmMo un mapeo, sino que se nos dice,
por ejemplo, “la linea recta que une Ocon i + 17 o “el circulo unitario recorrido en
sentido contrario al de las manecillas del reloj”. En tales casos, necesitamos elegir
explicitamente un mapeo Y(#) que describa esta curva dada en forma geométrica.
Obviamente, la misma curva geométrica puede ser descrita de maneras diferentes,
y asi surge la pregunta de si la integral jy f es independiente de tal descripcion.

Para responder a esta pregunta, necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.4. Una curva (suave por tramos) ¥: [a, bl = C se llama una re-
parametrizacion de 7y si existe una funcion Cla: [a, b] & [a, b] con &’ (1) > 0, ola)
=3y aub) = b, ral que Y(t) = F(O(1)).

Las condiciones a’(¢) > 0 (por lo que ¢ es creciente), o(a) = ayo(by=>b
implican que ¥ recorre la curva en el mismo sentido que lo hace v. Este es el sig-
nificado preciso de la afirmacién que Yy ¥ representan la misma curva geomé-
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trica (orientada) (véase la figura 2.1.4). También, los puntos en [4, ?9] en los que

Y’ no existe corresponden, bajo o a los puntos de [a, b] en los que ¥ no existe.
(Esto se debe a que o tiene una inversa C! estrictamente creciente.)

a

Figura 2.1.4. Reparametrizacion.

Proposicién 2.1.5. Si ¥ es una reparametrizacion de vy, entonces

oo,

Y

para cualquier f continua definida en un conjunto abierto que contiene a la imagen
de Y= imagen dey.

Demostracién. Si separamos [a, b] en subintervalos, podemos asumir que y es
C!. Por definicién

b
f f= f SY@®) - y' (o de
'Y a

Por la regla de la cadena, Y'(¢) = dy(t)/dt = dy(ou())/dt =¥ (o()) + o' (2). Sea
s = o(?) una nueva variable, de tal manera que s = @ cuando f = q, ys= b cuando
t = b. Entonces

b b

b
- f ST (5) ds

El cambio de variables en la integral compleja (en este caso ¢ por s), se justifi-
ca al aplicar la regla usual para variables reales a las partes real e imaginaria.
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Esta proposicién “justifica” el uso de cualquier curva 7y que describa a una cur-
va geométrica oricntada dada, para evaluar la integral.! Esta afirmaci6n se puede
ilustrar con un ejemplo. Vamos a evaluar [ x dz, donde yeslalinearectadez=0a
z =1+ i (véase la figura 2.1.5). Elegimos la curva y: [0, 1] — C, definida por y(?)
= t + it. Por supuesto, cuando escribimos x en |, x dz, nos referimos a la funcién que
da la parte real de un nimero complejo (esto es, f(z) = x = Re z). Por ende

i
j xdz= j xeoy(®)Y'(2) dt
Y 0

1 .
. 1+

y
4

1+

Figura 2.1.5. Curvade Oa 1 + i,

Con frecuencia, la orientacién es descrita diciendo que “y va de z; a z,". Sin
embargo, si ¥ es una curva cerrada sobre la cual z; = z,, necesitamos describirla de
un modo diferente. Cuando se resuelven ejemplos, donde las curvas se pueden siem-
pre visualizar facilmente, el estudiante deberd asumir que una curva cerrada se reco-
e en contra del sentido de las manecillas del reloj, a menos que se indique lo contrario.

Del célculo, la longitud de arco de una curva y: [a, b] — C se define como

b b
Iy = Ja Iy’ (Dlde = [a V x'(6)2 + y' (12 dt

! Hablando estrictamente, esta afirmacién no es correcta, ya que dos transformaciones con la
misma imagen no necesariamente son reparametrizaciones una de la otra. Sin embargo, ellas son repa-
rametrizaciones si ignoramos los puntos donde y'(r) = 0. La proposicién puede generalizarse para gue
cubra esta situacién, pero las complicaciones que resultan de la generalizacion para cubrir este caso, pue-
den omitirse para simplificar la exposicién.
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La longitud de arco también es independiente de la parametrizacién, la demos-
tracién es similar a la de la proposicion 2.1.5. El estudiante estd familiarizado con el
hecho de que la longitud de arco del circulo unitario es 2x, el perimetro del cuadrado
unitario es 4, etcétera.

El siguiente resultado proporciona una importante forma de estimar integrales.

Proposicion 2.1.6. Sea f continua en un conjunto abierto A y sea ¥ una curva C!
por tramos en A. Si existe una constante M 2z 0 tal que If(z)l <M para todo punto z
en 7y (esto es, para toda z de la forma y(t) para alguna t), entonces

f f| < Mi(y)
Y

f f sf Ifl 1dzl
Y Y

donde la dltima integral se define como

Mas generalmente, tenemos

b
f Iflldzl=f LECY()! Iy’ (0)1dt
Y

a

Demostracién. Para una funcién g(z) con valores complejos en [a, &], tenemos
que

b b
Re J g(t) dt= J Re g(v) dr

a a

ya que ff,’ g(H) dt = L’,’ u(t) dr + i L’,’ w(2) dt si g(t) = u(t) + iv(r). Usemos este hecho
para demostrar que
b
g(®) dt

a

b
sf | g(®)l dt

a

(Sabriamos, del cdlculo, c6mo demostrar esto si g fuera de valores reales, pero aqui
es de valores complejos). Para nuestra demostracién, hacemos fﬁ g(®) dt = re’® para

r y @ fijos, donde r = 0; de esta manera r = e=® [* g(¢) dt = |> ¢® g() dt. Por lo tanto

b b
r=Rer=Re Ja e®g()dt= J . Re (e7® g(0)) dt

Pero, por la proposicién 1.2.3. (iii), Re e 7® g () < le ® g (&)l = 1g(?)l, pues le 7@ | =

1. Asi f: Re (e " g(1))dt < f: lg (Dl dr y, en consecuencia
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b b
Ja gHdt|=r= Ja gl dt (D
Por ende
b
J f ‘ = J FOY(D)Y' (1) de
¥ a
b b
< . Oy ol dr = . LF YO Y (N de (2)
de la desigualdad (1) y del hecho que Izz'l = Izl 12’I . La expresién (2) es una in-

tegral real ordinaria, y puesto que |f(y(#))l £ M, la expresion (2) esta acotada por
My (nldt = Mi(y). B

Esta proposicién proporciona una herramienta bdsica que usaremos en demos-
traciones posteriores para estimar el tamaiio de las integrales. El estudiante puede
intentar demostrar este resultado directamente, en términos de la expresion

J f=J udx—-vdy+iJ (u dy + v dx)
Y Y Y

para convencerse que el resultado no es del todo trivial. En el suplemento de esta
seccién se da otro enfoque.

Teorema fundamental del cilculo
para integrales de contorno

El teorema fundamental del célculo es un hecho bésico en el célculo de funcio-
nes de variable real, el cual dice, esencialmente, que la integral de la derivada de una
funcién es justamente la diferencia entre los valores de la funcién en los extremos
del intervalo de integracién y que la integral indefinida de una funcién es una antide-
rivada de la funcién. Estas dos afirmaciones tienen andlogas importantes en integra-
les de trayectorias complejas.

Teorema fundamental del calculo para integrales de contorno 2.1.7. Suponga
que ¥: [0, 1] = C es una curva suave por tramos 'y que F es una funcion definida y
analitica en un conjunto abierto G que contiene a Y. Entonces

. J | F'(@) dz = F(y(1) - F(r ()

En particular, 5i y(0) =y(1), entonces

JY F'(z)dz=0
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Demostracion. La regla de la cadena y la definicién de la integral de tra-

yectoria, serdn usadas para reducir el problema al teorema fundamental del calculo
de funciones reales de variable real. Sean g, u y v definidas como

F(y() = g(1) = u(®) + iv(1)

Entonces
Fiiyi)yy®=g'@®=u{+iv'(r)
y asi
(1 1
f F'(z)dz = Friy®)y (o) de = f g'(1) dt

Y J0 0

1 1

= ) w®de+i J v dt = [u(1) — u(O®)] + i[v(1) — v(0)]
0 0

= [u(1) + iv(1)] — [u(0) + iv(0)] = g(1) — g(0)
=F(y(1) - F(y(©®) N

Usar este resultado puede ahorrar muchos esfuerzos al resolver ejemplos. Por
ejemplo, considere [Yz3 dz donde v es la porcion de la elipse x2 + 4y?2 = 1 que une z
= 1 con z = i/2. Para evaluar la integral simplemente notamos que 2 =L(dzYdD) y

asi
- a4 ir2 .\ 4
SR o R R U | LA R B PRV ]
L“’Z rul (4)(2) (4)() 64

iNote que ni siquiera necesitamos parametrizar ia curva! Al aplicar el teore-
ma fundamental habriamos obtenido la misma respuesta para cualquier curva que una
estos dos puntos. En la siguiente subseccién’investigaremos, en un contexto general, la
independencia del valor de una integral con respecto de la trayectoria particular usada.

El teorema fundamental tiene muchas aplicaciones y ramificaciones, una de las
cuales es la siguiente demostraciéon de una propiedad de los conjuntos abiertos
conexos, que aparecié por primera vez como la proposicién 1.5.5. El analogo del
siguiente principio en el dominio complejo, es muy titil en el calculo. Una funcién
cuya derivada es idénticamente O es constante.

Corolario 2.1.8. Si f es una funcion definida y analitica en un conjunto abierto
conexo G C C, y si '(z) = 0 para cada punto z en G, entonces f es constante en G.

Demostracion. Fije un punto z, en G y suponga que z es cualquier otro punto en
G. Por la proposicién 1.4.15, existe una trayectoria suave v, de z, a z en G. Por el dlti-
mo teorema, f(2) - f(zy) = L S’ (§) d& = 0. En consecuencia, f(z) = f(z,). El valor de fen
cualquier punto de G es asi el mismo que su valor en z,. Esto es, f'es constante en G. Il
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Independencia de las integrales con respecto de la trayectoria

La idea de que una integral indefinida es una antiderivada no se traslada direc-
tamente al dominio complejo. ;Qué debemos entender por la integral entre dos pun-
tos? Existen varias trayectorias posibles. La conexién surge en el analisis de uno de los
problemas centrales que estudiaremos en este capitulo: ;Bajo qué condiciones el va-
lor de una integral es independiente de la trayectoria particular que se escoja entre los
dos puntos? Considere los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo. Sea z, = 1 y z; = -1 y sea f(z) = 3z%. Entonces F(z) = z* es una
antiderivada de f en todo el plano complejo. Por lo tanto, por el teorema fundamen-
tal, no importa la trayectoria Y de z; a z; que tomemos, tendremos que fy (z) dz =
F(z)) — F(zg) = 13 = (=1)® = 2. El valor de la integral no depende de la trayectoria
particular seleccionada, sino tan sélo de la funcién y de los dos extremos. ¥

Ejemplo. Nuevamente, sean z, = 1 y z; = —1, pero ahora témese f(z) = 1/z. Sea
v, la mitad superior del circulo unitario de 1 a —1. Entonces v, estd parametrizada
por () = ¢” para 0 < ¢ < 7. Por lo tanto . '

0

f f@dz= J FOon, @y () dt = L etiet dt = i
RS

Ahora sea v, la mitad inferior del circulo unitario de 1 a —1. Entonces ¥, esta
parametrizada por V,(f) =e ¥ para0<z<m,y

T T
J f@ydz= j fOhLENY, (D dr = J e(—ie ™)y dt =—Ti
Y 0 0

Los valores de la integral entre z,, y z, ahora difieren para dos trayectorias distintas. v

La dependencia de la trayectoria en el segundo ejemplo, estd relacionada al pro-
blema de las antiderivadas. “‘La” antiderivada de f(z) tiene que ser log z. Como vimos
en el capitulo 1, es perfectamente posible definir una rama de la funcién logaritmo que
sea analitica a lo largo de cada una de las dos curvas, pero no es posible definir consis-
tentemente una sola rama del logaritmo en un conjunto abierto, que contenga simulta-
neamente ambas curvas. Este modo de ver la dificultad se precisa en el siguiente
teorema.

Teorema de la independencia con respecto de la trayectoria 2.1.9. Suponga que f
es una funcion continua en un conjunto abierto conexo G. Entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(i) Las integrales son independientes de la trayectoria. Si z, y z, son dos
puntos distintos cualesquiera en G y Y,y Y, son trayectorias en G de 2, a z,,
entonces L,of(z) dz = L,lf(z) dz. '
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(1) Las integrales a lo largo de curvas cerradas son iguales a 0: Si T es una
curva cerrada (aro) contenido en G, entonces Jrf(z) dz =0.

(i1} Existe una antiderivada (global) de f en G: Existe una funcion F definida
y analitica en todo G tal que F’'(z) = {(z) para toda z en G.

Demostraciéon

(1) < (i)

(iii) = (i)

La equivalencia de (i) y (ii) se obtiene en la direccién (ii) = (i), al
unir las curvas vy, y —Y, para formar la curva cerrada " y en la di-
reccién (i) = (ii), al tomar dos puntos z, y z; a lo largo de una cur-
va cerrada, y pensar que ésta estd hecha de dos curvas, una de un
punto al otro y la otra de regreso de éste al primero. La construc-
cién se ilustra en la figura 2.1.6, y el cédlculo es como sigue:

f f@dz= f(2)dz + f(2) dz = J f(z) dz — f(z) dz
r Yo it Yo Y

Asi, la integral a lo largo de un aro cerrado I' es 0O, si y sélo si las
integrales a lo largo de las trayectorias vy, y ¥, son iguales.

Esta implicacidon se sigue del teorema fundamental. El valor de las
integrales F(z,) — F(z,;) independientemente de la trayectoria que
se considere.

(i) < (iii) Intentaremos usar un extremo z de la integral para definir el valor

de la antiderivada en z. Sea z;, cualquier punto fijo en G y sea z cual-
quier otro punto en G. Puesto que G es abierto y conexo, €s conexo
por trayectorias, y de la proposicién 1.4.15, existe al menos una tra-
yectoria suave en G de z, a z. Sea Y cualquiera de estas trayecto-
rias y hagase F(z) = Iv f(&) d&. Esto define una funcién F en G sin
ambigiiedad alguna, pues (i) dice que el valor de F(z) depende de z

Figura2.1.6.v,~v, =T
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y no de la trayectoria particular elegida, en tanto €sta se encuentre
en G. (Por supuesto, también depende de z,, pero éste se ha fijado
a lo largo de toda la discusién.) Decimos que F estd bien definida.
Nos queda la tarea de verificar que F es diferenciable y que F' = f.
Este calculo se ilustra en la figura 2.1.7.

Sea £ > 0. Ya que G es abierto y f es continua en z, existe un nu-
mero & > 0 tal que el disco D(z; 8) C G y If(§) — f(2)l < € siempre
que I€ — zI < 8. Suponga lw —zl < d. Conecte z a w con un segmento
de linea recta p. Entonces todo p descansa en D(z; o)y

Fw)-F(z) = L+ 5 f(&) dg - L f&) dE= Lf(é) dg

As{

F(w) - F(2) 1F(w) — F(z) — (w — 2)f ()l

—f(z)‘ =

- w—zl
N f® dE-f() |, 148l
B Iw —zl
L LA® - f(2))dE
- Iw — zl

< £ longitud (p) _ €iw -2zl

lw -z w -zl

Por lo tanto, el limite del cociente de diferencias es f(z) y, en conse-
cuencia, F es diferenciable y F' = f, como se queria.ll

Figura 2.1.7. Definiendo una antiderivada como una integral.
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El lector que esté familiarizado con campos de fuerza conservativos en cédlcu-
lo, podra reconocer la construccién en la dltima demostracién. La integral de un
campo de fuerzas a lo largo de una trayectoria, define el trabajo realizado por la
fuerza (o al moverse en contra de ella) a lo largo de la trayectoria. El campo se llama
conservativo si el trabajo neto realizado a lo largo de una trayectoria es siempre 0
0, equivalentemente, si el trabajo realizado entre dos puntos es independiente de la
trayectoria que se toma entre dichos puntos. Si éste es el caso, entonces tal integral
define una cantidad llamada la energia potencial, cuyo gradiente es el campo de
fuerza original.

Ejemplos resueltos

122

2.1.10. Evalie las siguientes integrales:

a) JYx dz (y es el contorno del cuadrado unitario).
b) ITeZ dz (Y es la parte del circulo unitario que une 1 a i en la direccion contraria
al de las manecillas del reloj).

Solucion

a) Definase ¥: [0, 4] — C como sigue: Y=, + Y, + ¥; + ¥,, donde los cuatro lados del
cuadrado unitario son:

Y =t+0i;0<r<] Y0 =C-0+52<t<3
yz(t):l+(tfl)i;13t52 YO =0+@-0i;3<1r<4

Calculamos como sigue:

I

1 1
J xdz= J [Re (v, (DY (1) dt = f tdr —é—
b 0 0

[ (2 [2
xdz= [Re (y,(MIvz(ydr=| idr=i
U J1 J1
[ (4 (3 |
/s xdz =J ) [Re (y;(eN1v5(n) dt =J . -B3-ndt= -5
f‘ r4 4
xdz= [Re (v,(N]Y,(2) dt = J Odr=0
3 3

Por tanto

J xdz=f xdz+J xdz+f xdz+J xdz=%+i-~‘l§-+0=i
v ¥, Y, Y, Y

a

b) e*es la derivada de la funcién e®y e®es analitica en todo C. Asi, cualquiera que sea
la parametrizacién que usemos para la parte del circulo unitario que une 1 ai en
sentido contrario al de las manecillas del reloj, tendremos L{ez dz = e'— ¢!, por el

CAP. 2. TEOREMA DE CAUCHY
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teorema fundamental. También podemos usar la definicién original para evaluar
la integral directamente. Definase y(f) =cos t +isent, 0 <r < m/2. Asi
ot ’

g

r.1n‘2
etdz =J . geosI+isent (_gen ¢ + { cos f) dt
Y

(rr2
= [— e t cos (sen 1) - sen t — €% ' sen (sen t) - cos ¢] dt

w2
+ ij [—e“S?sen (sen ) * sent + €S ' cos (sen 1) - cos 1] dt

n/2 n/2

= €S’ cos (sen )| + ie““5'sen (sen 1)

0 0

n/2
=ecosr+i sent | — pi !
4]

Claramente, el primer método es mads ficil y debe usarse siempre que sea posible.
2.1.11. Seay la mitad superior del circulo unitario descrito en el sentido contrario al de las
manecillas de reloj. Muestre que

szz
vy Z

Solucion. Usaremos la proposicién 2.1.6. La longitud de arco de yes

< Te

I(p)= J w@ldi=mn

0

ya que podemos tomar Y(£) = ¢, 0 < t < m, y Y’ (2) = ie” asi by'i(n)i = 1. Por supues-
to, esto es lo que esperdbamos. El valor absoluto de e¥/z, con z = e =cos f + {
sen ¢, se estima de acuerdo con

ya que cos ¢ < 1. Asf, e = M es una cota para le%/zl a lo largo de Yy, por lo tanto,

Iidz
TZ

2.1.12. Sea vy el circulo de radio r, alrededor de a € C. Evaliie [y(z — a)* dz para todo
entero n=0, =1, *2, ...

<Mil(y)=emn

Solucién. Primero, sea n = 0. Entonces
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-ap=2_1

PRY R |
dzn+1 (z—a)

que es la derivada de una funcién analitica y, por tanto, por el teorema fundamental 2.1.7,

f {(z—a)"-dz=0
¥

Segundo, sea n < -2. Entonces, otra vez,

(z—a"=—4— !
dzn+1

(z—a)“+l

que es analiticaen A = C\[a}. (Nétese que esta férmula falla si n =—1.) Ya que yesta
en A, nuevamente el teorema fundamental muestra que L(z —a)y'dz=0.

Finalmente, sea n = —1. Lo mds facil es proceder directamente. Parametrizamos 7y
como Y(8) = re® + a, 0 < 0 < 2w (véase la figura 2.1.8). Por la regla de la cadena,
Y (0) = rie®, y asi

1 2n . 1 2n
dz = 5 ire® do = {do=2m
vyZ—a o (re®+a)—a o

En resumen
0 n# -1
(z—a)"dz=
T 21 n=-1

Esta es una férmula itil y tendremos ocasién de usarla mads tarde.
Demuestre que no existe una funcion analitica f definida en C\0} tal que f'(z) = 1/z.

Solucién. Si tal f existiera, entonces, usando el teorema fundamental concluiriamos
que L(l/z) dz = 0, donde v es el circulo unitario. Pero por el ejemplo resueito 2.1.12,
f,(l/z) dz = 21, por tanto, tal f no puede existir.

o
-

a + re®

Am

Figura 2.1.8. Parametrizacion del circulo de radio r con centro en a.
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Observacion. Aun cuando d(log z)/dz = 1/z, esto no contradice este ejemplo, puesto
que log z no es analitica en C\[0}; es analitica tinicamente en C menos el eje x nega-
tivo incluyendo al cero.

SUPLEMENTO DE LA SECCION 2.1: SUMAS DE RIEMANN

La teoria de integrales de contorno complejas, puede basarse directamente en una
definicién en términos de aproximaciones por sumas de Riemann, como en el cédlculo.
Siyes una curva de a a b en el plano complejo y f es una funcién definida a lo largo de
v, podemos elegir puntos intermedios a = z,, 2, 25, . . - » Z,_ | = b en Yy formar la suma

PIVCHICATARY

(véase la figura 2.1.9). Como en ¢l cdlculo, si estas sumas se aproximan a un limite
conforme al mdximo de Iz, — z, _,l tiende a 0, tomamos ese liniite como el valor de
la integral jy f(2) dz.

Las propiedades de la integral dadas en la proposicién 2.1.3 se siguen en este
enfoque, en mucho, de la misma manera que se siguen las propiedades correspon-
dientes en el calculo de variable real. Para ver que esto lleva al mismo resultado que la
definicién 2.1.1, cuando ¥ es una curva C', suponga que z(#) = u(f) + iv(f) es una pa-
rametrizacién continuamente diferenciable de y con z(z,) = z;. El teorema del valor
medio garantiza que hay nimeros t,y ¢/, entret, |y ¢, talesque z, -z, | =

[u’(t;) + iv'(t;’)] (2, — 1, _,)- Asi, las sumas de Riemann X f(z,) (z, — z, _) corres-

ponden a las sumas de Riemann de ff (YD) (¥’ () dt, después de separar las partes
real e imaginaria. -

Este enfoque de la integral, puede ser usado para curvas mas generales y es, al-
gunas veces, Util para escribir aproximaciones a la integral. Por ejemplo, la propo-
sicién 2.1.6 puede establecerse usando la desigualdad del tridngulo: para cualquier
aproximacién por una suma de Riemann tenemos que

Y
4

Figura 2.1.9. Una aproximacion poligonal a v.
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|Ef(zk)(zk—zk_l) S22 Ifztiz, —z, |
<MYz —z, |l
< MI(Y)

El dltimo paso usa el hecho que Iz, — z, _,| es la longitud del segmento de linea de

Z, a z, _;, el cual no es mayor que la distancia entre ellos a través de v. Como la
estimacién es vdlida para cada aproximacion, debe ser vilida para la integral, que es
su limite.

1.

Evalde lo siguiente:

a) L{ y dz, donde ¥ es la union de los segmentos de lineaque unenaOcon iy luegoconi + 2.
b) [ sen 2z dz, donde ¥ es el segmento de linea que une ai + 1 con —i.
c) [Yzez2 dz, donde 7 es el circulo unitario.

Evaliie lo siguiente:

@) Jyx dz, donde 7y es la unién de los segmentos de linea que unen a 0 con i y luego con { + 2.
b) I‘r (z2 + 2z + 3) dz, donde ¥ es el segmento de linea recta que une a 1 con 2 + §.

c) L{ zH-LI dz, donde ¥ es el circulo de radio 2 centrado en 1, recorrido una vez en

sentido contrario al de las manecillas del reloj.
Evalde JT (1/2) dz, donde ¥ es el circulo de radio 1 centrado en 2, recorrido una vez en senti-
do contrario al de las manecillas del reloj.

Evalie J"Y—zT—Z? dz, donde v es la curva del ejercicio 3.

(Es Re {[Y fdz} = JYRe fdz?
Demuestre la proposicion 2.1.3.
Evalde lo siguiente:

Ca) f., 7 dz, donde ¥ es el circulo unitario recorrido una vez en direccion contraria al sen-

tido de las manecillas del relo;j.

- b) | (x? - y?) dz, donde Yes la linea recta desde 0 a i.
Y

Evalie |

722 dz a lo largo de dos trayectorias que unen (0, 0) con (1, 1) como sigue:

a) ves la lfnea recta que une (Q, 0) con (1, 1).
b) ves la linea quebrada que une (0, 0) con (1, ) y luego une (1, 0) con (1, 1).

En vista de su respuesta a 8 a) y b) y el teorema fundamental, ;podria ser 2? la derivada
de alguna funcién analitica F(z)?
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9. Estime el valor absoluto de
dz
¥ 2 + 22

donde 7y es la mitad superior del circulo unitario.
10. Sea C el arco del circulo Izl = 2 que estd en el primer cuadrante. Muestre que

dz <
c z22+1 3
11. Evalde lo siguiente:
a) dz : dz : Idzi : dz
F4 121 z z

Izl =1 zi=1} lzl =1 lzl =1

b) j‘! z2dz donde v es la curva dada por y(f) = e” sen® t, 0 < 1 < ®/2.

12. Seayla curva cerrada que esté enteramente en C\{z | Re z < 0). Muestre que Jv (1/z)dz=0.
13. Evaliie |, z sen z% dz donde y es el cfrculo unitario.

14. D¢ algunas condiciones sobre una curva cerrada y que garanticen que IY (1/)dz=0.
15. Sea 7yel circulo unitario. Demuestre que

sen z
5= dz
v Z

16. Demuestre que la longitud de arco /(y) de una curva no cambia si se reparametriza.

< 2me

2.2. EL. TEOREMA DE CAUCHY: VERSION INTUITIVA

En matemdticas es importante tener un conocimiento intuitivo y ser capaces de
expresar es intuicién en forma precisa. En esta seccién se discutira de manera un
tanto informal el teorema de Cauchy; las demostraciones serdn simples, y las defi-
niciones, algo casuales (aunque enteramente adecuadas para la mayoria de las apli-
caciones). En la seccién 2.3 se dan definiciones mds precisas, teoremas mds finos y
demostraciones m4s completas. Esa seccién puede omitirse, pero tal omisién es re-
comendable sélo si existe el deseo de pasar rdpidamente a secciones posteriores so-
bre aplicaciones del teorema.

Una forma del teorema de Cauchy establece que si 'y es una curva cerrada sim-
ple (1a palabra “simple” quiere decir que v se intersecta con ella misma sélo en sus
extremos)? y si f es analitica en y dentro de v, entonces

-
|

2 En situaciones apropiadas, y realmente no tiene que ser simple. Este caso, mds general, se discute
en la seccién 2.3,

(véase la figura 2.2.1).
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Jfes analitica aquf

s . | A wmtf:rmrde';r

Figura 2.2.1. Teorema de Cauchy: f,{ f=0.

Si la funcidn f no es analitica en todo el interior de Y, entonces la integral
puede o no ser 0. Por ejemplo, sea v ¢l circulo unitario y f(z) = 1/z. Entonces, f es
analitica en todo punto excepto en z = 0 y la integral no es cero. En efecto

J f=2mni
y

por el ejercicio resuelto 2.1.12. Por otro lado, si f(z) = 1/z%, entonces f es también
analitica en todo punto excepto en z = 0, pero ahora la integral es 0. El valor 0 no
resulta del teorema de Cauchy — f no es analitica en todo el interior de Y — sino del
hecho de que f tiene una antiderivada en C\|0}, a saber, f es la antiderivada de —1/z.
El teorema de independencia con respecto de la trayectoria (2.1.9) muestra que la
conclusion del teorema de Cauchy estd intimamente ligada a la existencia de una
antiderivada de f. Esto se hace explicito en la proposicién 2.2.5.

Nuestra demostracién del teorema de Cauchy en esta seccién utiliza un
teorema del cdlculo avanzado llamado el teorema de Green. (La demostracién que
se da en la seccién 2.3 no se basa en este teorema). El teorema de Green establece
que dadas las funciones P(x, y) y Q(x, y),

fP(x.y)dx+Q(x,y)dy=” [B—Q—(x.y)—a—l’(x,y)]dxdy (1
Y A |ox dy

Recuerde que si y: [a, b] — C, y(2) = (x(¢), ¥(¢)), entonces definimos

b
Jv P(x, y)ydx = fa P(x(0), y(r)x'(2) dt
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b
L Ox, y)dy = L O(x(1), y(O))y' () dt

En la ecuacién (1), A representa el “interior” de v, Y se recorre en una direc-
cion contraria al sentido de las manecillas del reloj, y P y Q son lo suficientemente
suaves —es suficiente que sean de clase C!'—. (Véase un texto de cdlculo tal como J.
Marsden y A. Weinstein, Calculus 111, Nueva York; Springer-Verlag, 1985, pp. 908-
911, o J. Marsden y Tromba, Vector Calculus, 2a. ed., Nueva York, W.H. Freeman
and Company, 1981, pp. 404-413, para una demostracién de la ecuacion (1).)

En este punto el lector podria preguntar, “;Qué es, precisamente, el interior de Y?”
Intuitivamente, el significado de “interior” debe ser claro. La expresion precisa de este
concepto se basa en el teorema de la curva de Jordan (“Cualquier curva cerrada simple
tiene un ‘interior’ y un ‘exterior’”), el cual serd enunciado en el suplemento de la
proxima seccion.

Versién preliminar del teorema de Cauchy

Teorema 2.2.1. Suponga que f es analitica, con la derivada {' continua sobre y en
el interior de una curva cerrada simple Y. Entonces

J f=0 (2)
Y

Demostracion. Al poner f = u + iv, tenemos

f f=J f(z)dz=J (u + iv¥{(dx + i dy)
Y Y Y
=J (udx—vdy)+iJ' (udy + v dx)
Y Y
Al aplicar el teorema de Green, ecuacién (1), a cada integral, obtenemos

_ dv du . du dv
Lf‘”A- [‘a—x'a—y]d"d“’”A [a‘ész‘]d“’y

Ambos términos son 0 debido a las ecuaciones de Cauchy-Riemann. ll

En la seccion 2.3 se da una demostracién de una version mds precisa del teore-
ma de Cauchy, debida a Edouard Goursat, en la cual no se asume que f'es continua.
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La continuidad de f’ se sigue autométicamente, pero esto no es obvio. Esto también
elimina la suposicion de que la curva es simple. En muchos casos, la suposicién de
simplicidad puede evitarse viendo la trayectoria como si estuviera formada de dos o
mas tramos simples. En la figura 2.2.2, la “figura en forma de ocho” es tratada como
dos aros simples.

Como un ejemplo del uso de la ecuacion (2), sea y el cuadrado unitario y sea
f(z) = sen (e¥). Entonces, f es analitica sobre y en el interior de 7y (en efecto, fes
entera) y asi JY f =0

— —-

Figura 2.2.2. Tratamiento de una curva no simple como si estuviera formada por varios
aros simples.

Teorema de deformacion

Es importante poder ser capaces de estudiar funciones que no son analiticas en
todo el interior de y y cuya integral, en consecuencia, podria no ser 0. Por ejemplo,
f(z) = 1/z no es analiticaen z =0, y J f = 2mi, donde 7y es el circulo unitario. (El
punto z = O se llama una singularidad de f). Para estudiar tales funciones es

importante poder remplazar JY fpor J7 £, donde ¥ es una curva simple (digamos, un
circulo). Entonces, con frecuencia, h f puede ser evaluada. El procedimiento que
nos permite pasar de ya ¥ se basa en el teorema de Cauchy y es el siguiente.

Versién preliminar del teorema de Cauchy 2.2.2. Sea f analitica en una region
A, y sea Y una curva cerrada simple en A. Supéngase que Y puede deformarse

continuamente en otra curva cerrada simple ¥ sin salirse de la regidon A. (Decimos
que ¥ es homotdpica a Y en A). Entonces

J f =J~ f (3)
Y ¥

NoTa. La definicién precisa de “homotépica” se da en la seccién 2.3, y la suposicion
de que las curvas son simples serd eliminada.
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El teorema de deformacién se ilustra en la figura 2.2.3. Nétese que f no necesi-
ta ser analitica en el interior de v, por lo que el teorema de Cauchy no implica que
las integrales en la ecuacion (3) son 0. En el enunciado del teorema de deforma-
ci6én, implicitamente se considera que tanto Y como ¥ son recorridas en una direccién
contraria al sentido de las manecillas del reloj.

Figura 2.2.3. Teorema de deformacién.

Demostracion. Considérese la figura 2.2.4, en la cual estd dibujada una curva
Y, que une a ycon ¥; asumiremos que tal curva puede ser trazada (esto se puede en
todos los ejemplos practicos). Obtenemos una nueva curva formada por vy, luego ¥,
luego — %, y luego — v, , en ese orden.

El interior de esta curva es la regién sombreada en la figura 2.2.4. En esta
region, f es analitica, por lo que el teorema de Cauchy (ecuacién (2)) nos da

Y+ %=

Estrictamente hablando, esta nueva curva no es una curva cerrada simple, pero
esta objecién puede eliminarse al trazar dos copias paralelas de v, y tomar el limite
conforme las dos copias se juntan. De
f

obtenemos

esto es

como se pedia. B
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La idea basica de esta demostracién es también la base de la demostracién mads
técnica de la version precisa del teorema de deformacién considerado en la seccién 2.3,
pero en esta demostracion mds técnica, la sencillez de las ideas clave se pierde al-
gunas veces.

La curva empieza
y termina aqui

Figura 2.2.4. Curva usada para demostrar el teorema de deformacién.

Regiones simplemente conexas

Una regién A C C se llama simplemente conexa, si A es conexo y cualquier
va ¥ en A puede ser deformada en A en alguna curva constante y(f) = Zy € A;
también podemos decir que ¥ es homotdpica a un punto o es contrictible a un
punto. Intuitivamente, una regién es simplemente conexa cuando no tiene hoyos;
esto se debe a que una curva que rodea a un hoyo, no puede reducirse a un punto
en A sin salirse de A (véase la figura 2.2.5). En consecuencia, el dominio en el cual
una funcidén analitica tiene una singularidad, como f(z) = 1/z, no es simplemente
conexo. Tales regiones son importantes porque deseamos estudiar singularidades
en detalle en el capitulo 4.

a) b) c)

Figura 2.2.5. Region simplemente conexa (a) y regiones que no son simplemente co-
nexas {by c).
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Al aplicar el teorema de la curva de Jordan (véase el suplemento de la seccion
2.3) podemos demostrar que una regién es simplemente conexa si, para cada curva
cerrada Y en A, el interior de y también estd en A. Esta conclusion es, intuitivamente,
bastante obvia y el estudiante deberd tratar de convencerse de que asi es. Podemos
también aplicar el teorema para probar que el interior de una curva cerrada simple
es simplemente conexo.

Podemos reescribir el teorema de Cauchy en términos de regiones simplemente
conexas como sigue.

Corolario 2.2.3. Sea f analitica en una region simplemente conexa A 'y sea Y una
curva cerrada simple (C! por tramos) en A. Entonces

J f=0
T

Independencia con respecto de la trayectoria y antiderivadas

En el teorema de la independencia con respecto de la trayectoria (2.1.9), vimos
c6mo relacionar la anulacion de integrales a lo largo de curvas cerradas con la inde-
pendencia de las integrales entre dos puntos con respecto de la trayectoria y la existencia
de antiderivadas en regiones. Podemos sacar partido de estas ideas en el presente
contexto.

Proposicién 2.2.4. Suponga que f es analitica en una region simplemente conexa
A. Entonces, para cualesquiera dos curvas Y, ¥ Y, que unen dos puntos z, y z, en
A (como en la figura 2.2.6), tenemos 171 f= [Yzf.

Figura 2.2.6. Independencia de la trayectoria.

Demostraciéon. Considere la curva cerrada ¥ = 7, — v,. (En esta demostracién
suponemos, debido a que anteriormente hemos asumido la simplicidad, que ¥ es una
curva cerrada simple. Como se sefialé, mostraremos en la siguiente seccién que esto
no es necesario.) Por el teorema de Cauchy,
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y asi

como se queria.

Exactamente como en el teorema 2.1.9, también obtenemos la existencia de una
antiderivada para fen la regién.

Teorema de la antiderivada 2.2.5. Sea f definida y analitica en una region
simplemente conexa A. Entonces existe una funcion analitica F definida en A excep-
to por la adicion de una constante, tal que F'(z) = f(z) para toda z en A. Decimos
que F es la antiderivada de f en A.

Demostracion. La existencia de la antiderivada se sigue del teorema de la inde-
pendencia con respecto de la trayectoria. (Estrictamente hablando, debemos
primero deshacernos de la suposicion de curvas simples.) La aseveracién sobre la
unicidad quiere decir que si F es cualquier otra de tales funciones, entonces F(2) =
F(z) + C, para alguna constante C. Esto se sigue debido a que la regién es conexa y
(Fo—F) (2) = F) () — F'(2) = f(z) — f(z) =0 para toda z en A. Asi, F; - Fes
constante en A por el corolario 2.1.8. B

Si A no es simplemente conexa, el resultado no se satisface. Por ejemplo, si
A =C\0] y f(z) = 1/z, no existe F definida en todo A con F'=f. (Véase el ejemplo resuel-
to 2.1.3.) En alguin sentido F debiera ser el logaritmo, pero no podemos definir éste de
una manera consistente en todo A. Sin embargo, en cualquier region simplemente conexa
que no contenga al 0, podemos encontrar tal F. Esta es la base de la siguiente discusién.

Proposicion 2.2.6. Sea A una region simplemente conexa tal que 0 € A. Entonces

existe una funcion analitica F(z), iinica bajo la adicién de miiltiplos de 2ni, tal que
F(z) —
e =z

El logaritmo otra vez

Demostracion. Por el teorema de la antiderivada, existe una funcién analitica
F con F'(z) = 1/z en A. Fijemos un punto z; € A. Entonces z; estd en el dominio de
alguna rama de la funcion log definida en la seccién 1.6. Si ajustamos F al sumarle
una constante de tal manera que F(z,) = log z,, entonces en z,, "% = z,. Quere-
mos ahora mostrar que @ = z es cierto para toda A. Para hacer esto, hacemos g(z)
= efI/z. Entonces, puesto que 0 € A, g es analitica en A, y ya que F'(z) = 1/z,

z.l.eF(Z)_l .eF(Z)

g'@)=—"— =0
<
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Asi g es constante en A. Pero g = 1 en z;, por lo tanto, g es 1 en todo A. En
consecuencia, ef@ = z en todo A.

Para la unicidad; sean F y G funciones analiticas en A y sean ef@ =z y ¢6® = ¢,
Entonces ef@ - 6@ = 1, y asi, en un punto fijo z,, F(z,} — G(z,) = 2nni para algin
entero n. Pero F'(z) = 1/z = G'(2), por lo tanto, tenemos d(F — G)/dz = 0, de lo cual
concluimos que FF - G =2nnientodo A. A

Escribimos F(z) = log z y llamamos a tal eleccion de F una rama de log en A.
Claramente, este procedimiento generaliza el procedimiento descrito en la seccién
1.6 y obtenemos el log usual como se definié en esa seccién, si A es €C menos el 0
y el eje real negativo. Né6tese que este conjunto A es simplemente conexo. Sin
embargo, el conjunto A en esta proposicion, puede ser mas complicado, como se
describe en la figura 2.2.7.

Figura 2.2.7. Un posible dominio para la funcién log.

Ejemplos resueltos
2.2.7. Evaliie las siguientes integrales:

a) ITez dz, donde ¥ es el perimetro del cuadrado unitario.
b) [Tllz2 dz, donde 7 es el circulo unitario.

c) IYIIZ dz, donde Y es el circulo 3 +¢®,0< 6 < 2x.

d) L!zz dz, donde Y es el segmento que une 1 +i con 2.

Solucion

a) €*es entera: asi, por el teorema de Cauchy, Jyez dz =0, ya que Y es una curva cerra-
da simple. Alternativamente, ¢? es la derivada de e?, y puesto que Y es cerrada,
podemos aplicar el teorema de la independencia con respecto de la trayectoria (2.1.9).

b) 1/22 estd definida y es analitica en C\[0] y es la derivada de —1/z, que est4 definida
y es analitica en C\[O]. Por el teorema (2.1.9) y el hecho que el circulo unitario
estd en C\[0], tenemos L!l/z.2 dz = 0. Alternativamente, podemos usar el ejemplo
resuelto 2.1.12, para nuestra solucién.

¢) Elcirculoy=3 + ¢€®, 0 <0 < 2r, no pasa por el 0 ni lo incluye en su interior. En
consecuencia, 1/z es analitica sobre Y y en el interior de 7, asi por el teorema de
Cauchy, ]Tlfz dz = 0. Una solucién alternativa, pero menos directa, es la siguiente.
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La regién {x + iy | x > 0] es simplemente conexa y 1/z es analitica alli. Por lo
tanto, por la proposicién 2.2.6, 1/z es la derivada de alguna funcién analitica F(z)
(una de las ramas del log z) y asi, ya que 'y es cerrada, tenemos, por el teorema de
la independencia con respecto de la trayectoria, que J 1/zdz=0.

d) z’es entera y es la derivada de z3/3, que es también entera. Por el teorema 2.1.9,

1
2dz=—23
Jyz z=32

Observacion. En a) y en c) el primer método usa el teorema de Cauchy; el método
alternativo se basa en el hecho més elemental de que si f(z) es la derivada de otra
funcion analitica, entonces la integral de f alrededor de un contorno cerrado, es Q
(véase el teorema de independencia con respecto de la trayectoria). Por otro lado,
tenemos el teorema de la antiderivada, que establece que cualquier funcién analitica
definida en una regién simplemente conexa es la derivada de otra funcién analitica.
Se le recuerda al estudiante que requerimos del teorema de Cauchy para poder
demostrar el teorema de la antiderivada.

2 @P _u+ip_10_2i

3 3 3 3

1+

2.2.8. Evaliie !Y(z +1/z)? donde vy es la trayectoria de la linea recta de 1 a i.

Primera solucion. Una aproximacion directa es parametrizar la trayectoria como z =
YO = (1 — ) + it para 0 £t < 1, meter esto dentro de la integral y calcularla. No
llevaremos a cabo esto.

Segunda solucion. Otra aproximacion es notar que el integrando es analitico en cualguier
lugar entre 'y y el arco 1, del circulo unitario que va de 1 a i; véase la figura 2.2.8. Asi, las
integrales son las mismas debido a la proposicion 2.2.4. La segunda trayectoria se para-
metriza como z =Y,(f) =e" para 0 < r < /2. All las integrales resultan, con f(2) =(z + 1/2)%,

0

m/2 ni2
f= f= (e + e ~"e" dt = 4i (cos? r)(cos t +isen ) dt
Y Yo 0

n/2 /2
=—-4 o cos?tsentdt +4i 0 (1 —sen? f)(cos 1) dt

nf2

= [% cos3z + 4i(sen - —13- sen’ t)]

-4 +8i
3

Figura 2.2.8. Dos trayectorias de 1 a i.
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Tercera solucion. El integrando tiene una antiderivada: (z + V2l =z22+2+1/22=
(d/dz) (z3/3 + 2z - z7"), que es vélida en cualquier lugar a lo largo de la trayectoria,

por tanto
i 2 3
f (z+L) dz:(-Z—+2z—L)
1 z 3 2/

=4+ 8i .
- 3

i

2.2.9. Use el teorema de deformacicn para argumentar informalmente que si Y es una
curva cerrada simple (no necesariamente un circulo) que contiene al 0, entonces

J —l—dz=21u'
Y <

Solucién. El interior de 7y contiene al 0. Por lo tanto, podemos encontrar r > 0 tal
que el circulo ¥ de radio r y centrado en 0, estd enteramente en el interior de .

Nuestra intuicién debe decirnos que podemos deformar y en ¥ sin pasar a través del
0 (esto es, permaneciendo en la regién de analiticidad de 1/z, C\[0]; véase la figura
2.2.9). Por lo tanto, el teorema de deformacién y los célculos en el ejemplo resuelto

2.1.12 muestran que
J idz=f Loz =2mi
v 2 ¥ <

¥

>

Figura 2.2.9. Deformacion de yen el circulo ¥.

2.2.10. Bosqueje una demostracion de esta extension del teorema de deformacion. Suponga
que Y,, . . - , Y, son curvas cerradas simples y que Y es una curva cerrada simple
con f analitica en la region entre Yy Y, , . . . , Y, (véase la figura 2.2.10). Entonces

jfzj
Y o k=1 Jy
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Figura 2.2.10. Teorema de deformacidn generalizado.

Solucién. Dibuje curvas ¥,,%,, ..., ¥, que unenycony,, ..., Y,, respectivamente,
como se muestra en la figura 2.2.11(a). Dendtese por p a la curva dibujada en la
figura 2.2.11(b). El interior de p es una regién de analiticidad de f, y as{ pr: 0,

pero p consiste de ¥, —Y,, =Y, - . - , =%, y cada ¥, recorrida dos veces en direcciones
opuestas y, por tanto, Fas contribuciones de cada una de estas ultimas porciones se
cancelan. Asi

0=J f+f f+---+J f=J 15> f /
Y - ~Ya Y i=1 Y

como se pedia.

Figura 2.2.11. Trayectoria usada para demostrar el teorema de deformacién genera-
lizado.

2.2.11. Sea 1(z) analitica en una regién simplemente conexa A, excepto que posiblemente
no es analitica en z, € A. Suponga, sin embargo, que el valor absoluto de f estd aco-
tado cerca de z,. Muestre que, para cualquier curva cerrada simple Y que contiene
az, L!f =0.

Solucion. Sea € > 0y sea ¥, el circulo de radio € y con centro en z,. Por el teorema
de deformacidn, fyf = JY Sf.Sealf(z)l £ M cerca de z,,. Asi
£

U f(2) dz
‘YE

< 2neM
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Ejercicios

Por tanto, para cualquier € > O,

I f(@) dz
Y

Haciendo € — 0, concluimos que fyf =0.

< 2neM

1. Evalde las siguientes integrales:

10.
11.

a) f (23 + 3) dz, donde 7y es la mitad superior del circulo unitario.

b) [ (z3 + 3) dz, donde ¥ es el circulo unitario.

[T e' dz, donde 7y es un circulo de radio 3 centrado en 5i + 1.

d) ].!cos [3 + 1/ (z - 3)] dz, donde Y es el cuadrado unitario con esquinasen 0, 1, 1 +ied

Sea Y una curva cerrada simple que contiene al 0. Argumente informalmente que

J ;lz-dz=0
Y '

2x
. f(zy+ re’®) e*® 40 T

Sea fentera. Evalde

para k un entero, k = 1.

Discuta la validez de la férmula log z = log r + {0 para el log en la regién A que se muestra
en la figura 2.2.7.

;Para qué curvas cerradas simples vy se satisface lo siguiente:

dz _
vy Z+z+1

Evalde jy(z — (1/2)) dz, donde 7y es a trayectoria de la Iinearectade 1 a i.

El teorema de Cauchy se satisface separadamente para las partes real e imaginaria de
f?. Si asi es, demuéstrelo, si no lo es, dé un contraejemplo.

Sea v, el circulo de radio | y sea v, el circulo de radio 2 y centrados en el origen
(recorridos en sentido contrario al de las agujas del reloj). Muestre que

__dz  _| __dz
v, 2@ +10) % ‘(z +10)

Evaliie ] vz dz, donde yes la mltad superior del cnrculo unitario primero directamente,
luego, usando el teorema fundamental (2.1.7). '

Evalte [ Vz2 = dz, donde ¥ es un circulo de radio —J- centrado en 0.
Evalde

272 - 15z + 30 d
rd
y 22-10z2 +32z-32



2.3. VERSION PRECISA 139

donde v es el circulo Iz| = 3. (Sugerencia: Use fracciones parciales; una raiz del denomi-
nadores z=2.)

2.3. EL TEOREMA DE CAUCHY: VERSION PRECISA

En la seccion 2.2 se desarrollé cierta familiaridad con los teoremas del tipo de
Cauchy, siendo el tema basico el de que si una funcién es analitica en todo el interior
de un contorno cerrado, entonces su integral sobre el contorno debe ser 0. El objetivo
principal de esta seccion es dar la demostracién precisa de una de las formas del teore-
ma conocida como version homotdpica del teorema de Cauchy. Se toma este enfoque
porque hace precisa la nocién intuitiva, presentada en la tltima seccién, sobre la defor-
macién continua de una curva. El objetivo principal serd dar la formulacién precisa y la
demostracion, de los teoremas de deformacién que dicen, someramente, que si una cur-
va se deforma continuamente dentro de una regién donde una funcion es analitica, en-
tonces la integral a lo largo de la curva no cambia. En el curso de la demostracién de
los resultados no se usard el teorema de Green. En su lugar se usard un enfoque dife-
rente. El lector notara también que en esta seccién no se hace referencia a las “curvas
cerradas simples” (excepto al final de la seccién, donde se establece la conexién entre
el teorema de Cauchy y el teorema de la curva de Jordan) sino tan solo a “curvas cerra-
das”. Esta es otra ventaja técnica del enfoque que se usa aqui.

Version local del Teorema de Cauchy

Empecemos por anahzar el importante caso especial en el cual la curva estd
contenida en un disco en el que la funcién es analitica. El método es el cldsico y ele-
gante procedimiento de biseccién, introducido por Edouard Goursat en 1883 (véase
Acta Mathematica, Vol. 14, 1884, y Transactions of the American Mathematical
Society, Vol. 1, 1900, pp. 14-16).

En la mayor parte de esta seccion, por “curva” se entiende “curva C, por tramos”.
Sin embargo, en cierto punto del desarrollo, resultard importante que esto se pueda de-
sechar y que podamos considerar curvas continuas si estamos interesados tan sélo en
integrar funciones analiticas en un conjunto abierto que contenga a la curva. El proce-
so para llevar esto a cabo es un tanto indirecto y es tratado en el suplemento A de esta
seccion.

Teorema para un disco de Cauchy-Goursat 2.3.1. Suponga que f: D — C es
analitica en un disco D = D(ZO; p) C C, entonces

(i) ftiene una antiderivada en D, esto es, existe una funcion F: D — C que es
analitica en D y que satisface que F'(z) = f(z) para toda z en D.

y
(it) Si I es cualquier curva cerrada en D, entonces Jr f=0.

De la discusién en la seccién 2.1 sobre la independencia de la integral con res-
pecto de la trayectoria (véase el teorema 2.1.9), sabemos que (i) y (ii) son equiva-
lentes, en el sentido de que una vez que una de ellas se establece primero, la otra
serd una consecuencia inmediata. Nuestro problema es cémo obtener alguna de
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ellas. En la demostracion del teorema de la independencia con respecto de la
trayectoria (2.1.9), se mostré que (ii) se sigue facilmente de (i) y la construccién de
una antiderivada para obtener (i) fue proporcionada por la independencia con
respecto de la trayectoria de las integrales. El plan es ahora curiosamente indirecto.

Primero: Demostrar (ii) directamente para el muy especial caso en que yes
la frontera de un rectangulo.

Segundo: Mostrar que esta version limitada de la independencia con respecto
de la trayectoria es suficiente para llevar a cabo la construccién de
una antiderivada, similar a aquella de la demostracion del teorema
de la independencia con respecto de la trayectoria.

Tercero: Con (i) asi establecida, la parte (ii), en su total generalidad, se sigue
del mismo modo que en el teorema de independencia con respecto
de la trayectoria.

El primer paso estd incluido en el siguiente:

Teorema de Cauchy-Goursat para un rectangulo 2.3.2. Suponga que R es una tra-
yectoria rectangular con lados paralelos a los ejes y que t es una funcion definida y
analitica en un conjunto abierto G que contiene a Ry a su interior. Entonces JRf =0

Una demostracién de esto puede basarse priacticamente en el teorema de Green,
como se delined en la seccién 2.2. Si se interpreta la integral, en términos del cdlculo
de variable real, como un par de integrales de linea de una funcién con valores vecto-
riales en torno a la curva R, el teorema de Green convertird esto en integrales dobles
de ciertas cantidades en el interior de R. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann para f
dicen que dicha cantidad debe ser O, por lo que la integral debe ser O. La dificultad
con esto es que para aplicar el teorema de Green no sélo debemos saber que fes dife-
renciable sino que también la derivada es continua. Nosotros preferimos no tener que
asumir eso. Esto resulta ser verdadero, pero usaremos el teorema de Cauchy para de-
mostrarlo, por lo que lo mejor serd no usar dicha suposicién en la demostracién del
teorema de Cauchy o nos veremos atrapados en un circulo 1égico muy estrecho. En
1883, Edouard Goursat noté un modo inteligente de establecer el teorema directa-
mente sin recurrir al teorema de Green. Este es esencialmente el método que presen-
tamos aqui. Este tiene la ventaja l6gica que acabamos de mencionar, ademds de que
no requiere que el lector éste familiarizado con el teorema de Green.?

Demostracion. Sea P el perimetro de R y A la longitud de su diagonal. Divida el
rectingulo R en cuatro rectdngulos congruentes mds pequefios R(), R, RO,
R@W_ Si cada uno de ellos es orientado en la direccién contraria al sentido de las agujas
del reloj, entonces la cancelacion de los lados comunes nos da

3 También se han dado otras demostraciones; por ejemplo, Pringsheim (Transactions of the
American Mathematical Society, Vol. 2, 1902) usa tridngulos en lugar de rectingulos, lo cual tiene algu-
nas ventajas. La demostracién original de Cauchy es mds parecida a la que se dio en la seccién anterior
(¢l tenia implicitamente el contenido del teorema de Green en su demostracidn; de hecho, Green no formul6
el teorema de Green como tal, hasta cerca de 1830, mientras que el teorema de Cauchy estd dado en Mé-
moire sur les intégrales définies prises éntre des limites imaginaires, que aparecié en 1825). Una
demostracién de Dixon se da en S. Lang, Complex Variables, Nueva York, Spring-Verlag, 2a. ed., 1985,
y una demostracién basada en homologias se da en L. Ahlfors, Complex Analysis, Nueva York,
McGraw-Hill, 2a. ed., 1966.



Figura 2.3.1. Procedimiento
de biseccion.

Figura 2.3.2. Repeticion del proceso
de biseccién de Goursat para la
demostracién del teorema

de Cauchy para un rectangulo.
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Jsz JR(I)f-*- JR(2)f+ JR(B)f+ JR(4)f
f fi = f nf f of f & f @S
R R R R R

para al menos alguno de los rectiangulos, debemos tener que IJRmfI =1l JRfI.

Puesto que

Lldmesea este subrectangulo R,. Note que el perimetro y la diagonal de R, son la
mitad de los de R (ﬁgura 2.1 3) Repita ahora este proceso de biseccién para oblener
una sucesion R, R,, R, . . . de rectangulos cada vez mds y mds pequefios tales que

ol =2, oA=aal] A
Rn Rn—l R

(i) Perimetro (R,) = 21_n perimetro (R) =

2

(i)

P
'2‘;?

(iii) Diagonal (R) = — dlagonal (R)= —A-

¥

CAP. 2. TEOREMA DE CAUCHY
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Dado que estos rectdngulos estdn anidados uno en el otro y se tiene que las
diagonales tienden a 0, deben reducirse a un solo punto w,,. Para ser precisos, sea z,
la esquina superior izquierda de R,. Si m > n, entonces lz, — z, | < diagonal (R)) =
A72", por lo que {zn} forma una sucesion de Cauchy que debe converger a algin
punto w,. Si z es cualquier punto dentro del rectdngulo R , entonces puesto que
toda z,, para k > n, estd dentro de R, la distancia de z a w,, no puede ser mayor que la
longitud de la diagonal de R,. Esto es, Iz — w,| < A/2" para zen R,.

De (i) vemos que IJR fi<4r IJR,, fl. Para obtener una estimacion suficientemen-
te buena del lado derecho de esta desigualdad, usaremos la diferenciabilidad de f
en el punto w,.

Para £ > 0, existe un nimero & > 0 tal que

siempre que |z — w,l < 8. Si escogemos n suficientemente grande de modo que A/2"
sea menor gue o, entonces

@) —flwy) —(@—wp) fr(wyl <elz—wyl<g A"

para todo punto z dentro del rectingulo R,. Mds adn, por el teorema de indepen-
dencia con respecto de la trayectoria (2.1.9),

Ya que z es una antiderivada de 1, (z - w0)2/2 es una antiderivada de (z — wy), y
la trayectoria R, es cerrada. Asi,

Je A= ll, A
R R,

JR f@) dz _f(WO)JR 1dz “f’(W())IRn(Z - WO) dz

h n

<4"

= 4”

<48

JR [ f(2) —f(wo) -(z- Wo)f’(wo)] dz

f@) = f(wy) = (2= wodf' (wy)| 1dzl

<41 ( ;’f ) + perimetro (R,)

Puesto que esto es valido para toda € > 0, debemos tener que IJR fl=0y por
tanto [, f = 0, como se descaba. ¥



Figura 2.3.3. La trayectoria (a, b)).
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Podemos ahora llevar adelante el segundo paso de la demostracién del teorema
de Cauchy-Goursat para un disco (2.3.1). Puesto que la funcién, £, es analitica en el
disco D = D(z,; p), el resultado que se acaba de mostrar para un rectdngulo,
muestra que la integral de fes 0 a lo largo de cualquier rectdngulo en D. Esto es
suficiente para construir una antiderivada de f en forma muy similar a como se hizo
en la demostracién del teorema de la independencia con respecto de la trayectoria
(2.1.9), y establecer asi la parte (i) del teorema.

Nuevamente definiremos la antiderivada F(z) como una integral de z a Z,- Sin
embargo, no sabemos atin si tal integral es independiente de la trayectoria. En su
lugar especificaremos una eleccion particular de la trayectoria y usaremos la nueva
informacién disponible —Ila analiticidad de fy la geometria de la situacién,
conjuntamente con el caso rectangular del teorema de Cauchy— para mostrar que
obtenemos una antiderivada. Durante la duracién de esta demostracién usaremos la
notacion ((a, b)) para denotar la trayectoria poligonal que va de un punto a a un
punto b que consta de dos segmentos, primero uno paralelo al eje x y después uno
paralelo al eje y, como en la figura 2.3.3.

Si el punto b estd en el disco D(a; 8) centrado en 4, entonces la trayectoria ((a, b))
estd contenida en ese disco. Asi, para z € D, podemos definir la funcién £(z) como

F(2) = d
(2) J o) f(&) d§

W

¥ =

Queremos mostrar que F'(z) = f(z). Para ello necesitamos mostrar que

lim= £ =F@) _ )

Fijando z € Dy £ > 0, usamos el hecho de que D es abierto y fes continua en
D para elegir 6 > 0 suficientemente pequefia, de modo que D(z; 8) C Dy If(z) — f(£)
< e para § € D(z; 8). Si w € D(z; J), entonces la trayectoria {(z, w)) estd contenida en
D(z; 8) y por tanto en D. Las trayectorias {(Zg» 2)) Y ((zg» W)) estdn también contenidas
en Dy estas tres trayectorias se ajustan exactamente a una trayectoria rectangular R,
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también contenida en D, y que tiene una esquina en z, véase la figura 2.3.4.
Podemos escribir, para los dos casos de la figura 2.3 .4,

J f(§) dg = J f&) dg+ J f(§) dg = J f(§) dg
(z 2) R (zor W) (Zo> W

Figura 2.3.4. Dos posibles configuraciones para R, z,, zy w.

Por el teorema de Cauchy-Goursat para un rectangulo (2.3.2), J F(E) d€ =0,
asi la ecuacién precedente toma la forma

F(z) + L{ ) f(&) dE = F(w)

Ya que ninguno de los lados del tridngulo rectingulo definido por ({z, w))
puede ser mayor que su hipotenusa, la cual tiene longitud Iz — wl concluimos que la
longitud de ((z, w)) < 2lz—wl, y por tanto

| Fowy - Fay f(z)l o

T lw -1z

J f(&) dE—f(2)(w - 2)
(@ W)

— J f(&)dé—f(z)J 1d§‘
w—211J (2 wy (2 Wy

= ! J \F(E) - £(2)] dE)
{{z, wh

T w—1zl

1

<
iw —zl

J L£(E) - f()! |dE]
{(z, wy

IA

£-2lw—-z=2¢

€ longitud (¢z, wy) =

jw — 2 Iw —zl
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Asf,
1fm= F(W)—F(Z) =

w—z W_z

f@)

y en consecuencia F'(z) = f(z), como se deseaba. Puesto que f tiene una antideriva-
da definida en todo D y ¥ es una curva cerrada en D, tenemos que [Yf = 0 por ¢l
teorema de independencia con respecto de la trayectoria (2.1.9). Esto establece la

parte (ii) del teorema y asi la demostracién esta completa. I

Vecindades agujeradas

Por razones técnicas que seran evidentes en la seccion 2.4, serd util tener la si-
guiente variante de (2.3.2).

Lema 2.3.3. Supdngase que R es una trayectoria rectangular con lados paralelos a
los ejes, y que f es una funcion definida en un conjunto abierto G que contiene aR y su
interior, y que f es analitica en G excepto en algiin punto fijo 7, en G que no estd sobre
la trayectoria R. Suponga que en z,, la funcion T satisface que lim (z — z)) f(z) = 0.
Entonces. fR f=0. ron

Nétese que la condicién en este lema es vdlida bajo cualquiera de las tres situa-
ciones siguientes:

(i) Sifes acotada en una vecindad agujerada de z;.
(i) Sifescontinuaen G

(iii) Si lim f(2) existe

Demostracion. Si z, estd fuera de R, entonces la situacién es justamente la del
teorema de Cauchy-Goursat para un rectdngulo (2.3.2), asf que podemos asumir que
Z, estd en el interior de R. Para € > 0, existe un nimero & > 0 tal que Iz — z, | 1f(2)l <&,
siempre que |z — z,} < 8. Escéjase d suficientemente pequefia para lograr eso y de
modo que el cuadrado S de lados con longitud & centrado en z,, esté completamente
dentro de R. Entonces, a lo largo de todo S tenemos que | f(z)l < &/ Iz — z,1. Ahora di-
vida R en nueve subrectdngulos extendiendo los lados de S como se muestra en la

figura 2.3.5.
y
4
R
— O —

Figura 2.3.5. La construccién
de Sy la subdivisién de \ -
R para la demostracién \_/
del lema 2.3.3. _
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Debido al teorema de Cauchy-Goursat para un rectangulo (2.3.2), las
integrales de f alrededor de los ocho subrectdngulos distintos de S son iguales a 0O,
por lo tanto [s f=| of- Pero alo largo de § tenemos

€ 2¢

€ -
Pl T=%72 =%

yaque lz—z,1 2 8/2 alo largo de S. Asi

ks

Por consiguiente,lfkfl < Ijsfl o 8¢ para € > (. Asi, debemos tener que !fRfI =0
y asi JR f =0, como se deseaba. ¥

&

< longitud (S) 28—8 4528 _ge

Si reforzamos la suposicién sobre fy asumimos que es continua en z,,
entonces podemos desistir de la condicién que z; no estd sobre la trayectoria R.

Lema 2.3.4. Suponga que R es una trayectoria rectangular con lados paralelos a
los ejes, y que f es una funcion definida y continua en un conjunto abierto G que
contiene a R y su interior, y que f es analitica en G excepto en algin punto fijo z,
en G. Entonces [Rf =0.

El tnico problema real es estar seguros que la integral se comporta bien si el
rectdngulo R pasa por z,. En este caso, la subdivisién es un poco diferente, pero los
cdlculos son mds sencillos.

Demostracion. Otra vez, sea € > 0. Podemos escoger 0 de tal manera que | f(z)
— flz)l < &, siempre que Iz — z,] < 8. Si z; no estd sobre R, entonces se aplica el
lema 2.3.3. Si esta sobre R, sea S la mitad del cuadrado de lado 6, y subdividase R
como se muestra en la figura 2.3.6.

y

L

N

Figura 2.3.6. Lo que pasa X
Si z, esti en R. w

Por el teorema de Cauchy-Goursat para rectingulos (2.3.2), las integrales de f a
lo largo de los cinco subrectangulos distintos de S son iguales a O y, por tanto, J5f=
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JRf. Pero a lo largo de S tenemos que 1f(z)l < €. De este modo, si también pedimos

[ s

Por lo tanto, lfRfI < IJSfI < € para toda € > 0 y asi debemos tener que IIRfI = 0.
Asi, JR f =0, como se deseaba. ¥

que 8 < -1, obtenemos

<longitud (§) £ =28e <€

Si usamos el lema 2.3.4 en vez del teorema de Cauchy-Goursat para un
rectangulo (2.3.2) en la demostracién del teorema 2.3.1, obtenemos las correspon-
dientes conclusiones:

Teorema fortalecido de Cauchy-Goursat para un disco 2.3.5. Las mismas con-
clusiones que en el teorema de Cauchy-Goursat para un disco (2.3.1) son vdlidas,
si asumimos unicamente que la funcion es continua en D y analitica en G\{le para
algiin punto fijo z, en D.

Note que se asume la continuidad en z,. Nuevamente se necesita aplicar el
lema 2.3.4 y estar seguros que la integral JY f estd definida aun si 'y pasa a través de
Z,. Nétese también que una version mds complicada, pero paralela, del mismo
argumento producird la misma conclusion, si hay un nimero finito de puntos
“malos” en G, en vez de sélo uno.

Homotopia y regiones simplemente conexas

Para extender el teorema de Cauchy a regiones mds generales que discos o
rectdngulos, y demostrar los teoremas de deformacién, debemos clarificar el con-
cepto de deformacion de curvas u homotopia que se discuti6é informalmente en la
seccién 2.2. Hay dos situaciones a ser tratadas: dos curvas diferentes entre los mis-
mos dos extremos y dos curvas cerradas que pueden no cruzarse en absoluto. Por
conveniencia, supondremos que todas las curvas estan parametrizadas en el inter-
valo [0, 1], a menos que se especifique otra cosa. (Esto puede hacerse siempre, re-
parametrizando si es necesario.)

Definicion 2.3.6. Suponga que v,: [0, 1] = G y v,: [0, 1] = G son dos curvas con-
tinuas de z, a z, en un conjunto G. Decimos que Y, es homotdpica con extremos
fijos a Y, en G si existe una funcion continua H: [0, 11 X [0, 1] = G, del cuadrado
unitario [0, 1] X [0, 1] en G, tal que

(1) HO,)=v,() parald=<st<1

(i) H(I,H)=v,(1) parad=<st=<1

(i) H(s, 0) =1z, para<s<1
y

(iv) H(s, 1) =2, para0<s<1
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La idea detras de esta definicién es simple. Conforme s varia de O a 1, tenemos
una familia de curvas que cambian o se deforman continuamente, de 7y, a y,, como
en la figura 2.3.7. El lector debe tener en cuenta que el dibujo no necesita ser de
apariencia tan simple como esta ilustraciéon. Las curvas pueden virar, torcerse o
cruzarse sobre si mismas o con respecto de la otra. No se hace la suposicién que
las curvas son simples, pero usualmente esto no importa. Un poco més de notacién
puede hacer mas claro el asunto. Si hacemos Y, (1) = H(s, 1), entonces cada y, es una
curva continua de z, a z; en G. La curva inicial es Y, y corresponde al lado iz-
quierdo del cuadrado unitario. La curva final es vy, y corresponde al lado derecho
del cuadrado. Todo el lado inferior va a z,, y todo el lado superior va a z,. Las
curvas Y, son una familia de curvas intermedias que cambian continuamente.

Por ejemplo, el segmento de linea recta de O a 1 + £, el cual es parametrizado
por Y,(£) =t + ti, es homotdpico con extremos fijos a la trayectoria parabdlica que
vade O a 1 + ¢, parametrizada por y,(t) = r + 1*i; véase la figura 2.3.8.

Una posible homotopia de una curva a la otra es

H(s, h=t+11*5§

Figura 2.3.7. Homotopia con extremos fijos.
A ¥ 1+

Yo

M

- X

Figura 2.3.8. Una trayectoria rectilinea y una trayectoria parabdlicade Oa 1 + /.
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Por supuesto existe més de una forma de obtener una homotopia entre estas dos
curvas. Otra manera de hacer que H(s, t) siga lalinearectaentre t + ti y t + £2i:

His, D =s@t+ 1)+ (1 =)t + 2 =t + [st + (1 — 5)2]i

Se requiere una definicién ligeramente diferente para la deformacién de una
curva cerrada en otra.

Definicidon 2.3.7. Suponga que v,: [0, 1] — Gy v,: [0, 1] = G son dos curvas
cerradas continuas en un conjunto G. Decimos que Y,y Y, son homotdopicas como
curvas cerradas en G, si existe una funcion continua H: [0, 1] X [0, 1] — G, del
cuadrado unitario [0, 1] X [0, 1] en G, tal que

(1) H(, ) =y, para0<t<1
(i) H(1, ) =v,(1) para0<t<1

(iii) H(s,0)=H(s, 1) para0<s=<1

Otra vez, si hacemos Y,(#) = H(s, t), entonces cada 7y, es una curva continua en G.
La tercera condicién dice que cada una de ellas es una curva cerrada; véase la figu-
ra2.3.9.

Figura 2.3.9. Homotopia
de curvas cerradas. x

Por ejemplo, el circulo unitario puede ser parametrizado como Y,(f) = cos I + i
sen t, y la elipse x%/4 + y2 = 1, como Y,(#) = 2 cos t + i sen t. Estas curvas son

homotdpicas como curvas cerradas en el anillo G = {zl +<lzd < 3}. Una posibilidad

para la homotopia es H(s, t) = (1 + s) cos ¢t + i sen t. (Véase la figura 2.3.10.)

Si en la figura 2.3.10 el hoyo no estuviera en medio de G, pero tuviéramos en lu-
gar de eso el disco sélido D = |z tal que Izl < 3}, entonces cualquiera de las dos curvas
podra ser deformada continuamente en un punto. Por ejemplo, H(s, ) = (1 - 5) 7,(?)
es una homotopia que contrae al circulo Y, hasta una curva constante en el punto 0.
Las curvas intermedias , son circulos de radio (1 — s) centrados en el 0. Si 7, fuera
cualquier otra curva en D, entonces la misma definicién de H nos daria una homoto-
pia que cambia continuamente la escala de la curva hasta contraerla a un punto. Asi,
cualquier curva en D es homotdpica a un punto en D. Si hubiera un hoyo en el con-
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Junto, como lo hay en el anillo de la figura 2.3.10, entonces no podria hacerse esto
si la curva rodeara el hoyo. Esto nos conduce a una definicién mds precisa de la no-
cién de regiones simplemente conexas que aquella que se introdujo informalmente
en la seccién 2.2.

Definicion 2.3.8. Un conjunto es llamado simplemente conexo si toda curva cerra-
da Y en G es homotdpica (como una curva cerrada) a un punto en G, esto es, a algu-

na curva constante. y

Figura 2.3.10. Un circulo
homotépico a una elipse.

La segunda homotopia entre la linea recta y la pardbola en la figura 2.3.8, que
se siguié a lo largo de segmentos de linea recta y la homotopia de un circulo hasta
un punto en el disco, son sugestivas y nos conducen a la definicién de dos impor-
tantes clases de conjuntos simplemente conexos. Recuérdese que si z;, y z, son dos
puntos cualesquiera y 0 <s < I, entonces el punto sz, + (1 — 5)z, estdn en el
segmento de linea recta entre los dos.

Definicion 2.3.9. Un conjunto es llamado convexo si contiene el segmento de linea
recta entre cualquier pareja de sus puntos. Esto es, si 7,y 7, estdn en A, entonces
también lo estd sz, + (1 —s)z,,, para cualquier niimero s entre 0y 1, (figura 2.3.11.)

Figura 2.3.11. Un conjunto que
es convexo (a} y dos que
no lo son (by o).
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Proposicion 2.3.10. Si A es una region convexa, entonces cualesquiera dos curvas
cerradas en A son homotdpicas como curvas cerradas y cualesquiera dos curvas
con los mismos extremos son homotdpicas con extremos fijos.

Demostracién. Sean y;: [0, 1] = G y v,: [0, 1] = G dos curvas y defina H(s,
) como H(s, t) = sv,(f) + (1 — 5) Y,(#). Entonces H(s, 1) descansa sobre el segmento
de lfnea recta entre y,(¢) y ¥,(¢) y, por tanto, estd en ¢l conjunto A. Esta es una
funcién continua, ya que Y, y Y, son continuas. En s = 0 obtenemos Yy(#), y en s = 1
obtenemos vy, (7). Si éstas son curvas cerradas, entonces

H(s, 0) = 57,(0) + (1 — )Y, (0) = s7,(1) + (1 —s)yy,(1) = H(s, 1)

y, por tanto, es una homotopia con curvas cerradas entre las dos. Si ambas van de
Z, a Z,, entonces H(s, 0) = 57,(0) + (1 — 5) ¥,(0) = 525 + (1-9)z,=25y H(s, 1) =
sY, (1) + (1 = 5) Y(1) = sz, + (1 — )z, = 2, vy, por tanto, H es una homotopia de ex-
tremos fijos entre las dos.ll

Corolario 2.3.11. Una regidn convexa es simplemente conexa.

Demostraciéon. Sea z, cualquier punto en la regién convexa A y sea Y
cualquier curva cerrada en A. La curva constante en z,, Y,(f) = z, para toda ¢, es
ciertamente cerrada y las dos son homotépicas por la proposicién 2.3.10. B

Un tipo ligeramente mds general de regién simplemente conexa llamada
region estrellada (o en forma de estrella) serd considerada en los ejercicios. Para
regiones mds complicadas, a menudo nos atenemos a nuestra intuicion geométrica
para determinar cuando dos curvas son homotépicas. En otras palabras, tratamos de
determinar cudndo podemos deformar continuamente una curva en otra sin aban-
donar nuestra regién. Una razén es que, en la practica, raramente usamos las ho-
motopias, H, explicitamente; éstas son, usualmente, herramientas tedricas cuya
existencia nos permite postular algo mds. Frecuentemente ésta es la igualdad de
dos integrales. En algunas situaciones también podria ser muy complicado real-
mente escribirlas. Sin embargo, debemos estar preparados para justificar nuestra
intuicion geométrica, o con una H explicita o con una demostracién de su exis-
tencia en alguna situacién particular.

Teorema de deformacion

Teorema de deformacion 2.3.12. Suponga que { es una funcion analitica en un
conjunto abierto G y que Y, ¥ Y, son curvas C! por tramos en G.

(i) Si Y,y Y, Son trayectorias de z, a z| y son homotdpicas en G con
extremos fijos, entonces
B Y

0 1
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(i) Siv, ¥, son curvas cerradas que son homotdpicas como curvas cerradas

en G, entonces
J'y f J'Y f

4] 1

Demostracion. La suposicién de homotopia significa que existe una funcién
continua H: [0, 1] X [0, 1] — G, del cuadrado unitario en G, que lleva a cabo una
deformacién continua de ¥, a y, en G. Para cada valor de s, la funcién Y5 =H(s, 1)
es una curva intermedia tomada durante la deformacién. Similarmente, para cada
valor fijo de ¢, 1a funcién Y, (s) = H(s, 1) describe una curva que cruza desde H(O, 1)
= Y,(2) hasta H(1, 1) = v,(z). Asi, una malla de lineas horizontales y verticales en el
cuadrado define una correspondiente malla de curvas en G, con el lado izquierdo
del cuadrado correspondiendo a 7y, y €l lado derecho a v,. En el caso de extremos
fijos, Y,(s) es una curva constante en z,, y Y,(s) s una curva constante en z,. En el
caso de curvas cerradas, €stas son la misma curva, de Y,(0) (= Y,(1)) a v,(0) (=
Y,(1)). (Véanse las figuras 2.3.12 y 2.3.13.) Se previene al lector que la malla de
curvas en G no necesita lucir tan bonita como en esta ilustracién, ya que puede tor-
cerse y cruzar sobre si misma, resultando algo de apariencia tan enmarafiada como
una red para peces arrojada sobre la playa. Sin embargo, esto no importa para la
demostracion.

La idea de la demostracién es usar la continuidad uniforme para restringir el
problema a discos mds pequefios, usar el teorema de Cauchy para un disco, y luego
reunir nuevamente las piezas para obtener el resultado deseado. Deseamos una
particion del cuadrado [0, 1] X [0, 1] tomando puntos intermedios 0 = s, <5, <3,
<t <5, =1ly0=¢<1t <t,<-- <1 =1 lo suficientemente cercanos, para
formar cuadrados tan pequeiios, que cada mds pequeiio cuadrado de la malla
resultante sea mapeado dentro de un disco que estd completamente contenido en G,

Figura 2.3.12. Homotopfa con extremos fijos.
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Figura 2.3.13. Homotopia de curvas cerradas.

como se muestra en la figura 2.3.14. Podremos entonces aplicar el teorema de Cau-
chy para un disco a la integral alrededor de cada una de estas trayectorias mas
pequeiias. Hacer la subdivisién no es ningin, problema la funcién H es continua en
el conjunto compacto ([0, 1] X [0, 1], y asf su imagen es un subconjunto compacto
de G, por la proposicién 1.4.19. Por el lema de la distancia (1.4.21), se mantiene
una distancia positiva p del conjunto cerrado C\G. Esto es, |H(s, t) - zl < p implica
que z € G. Pero sabemos (por la proposicién 1.4.23) que H es de hecho uni-
formemente continua en el cuadrado. Por lo tanto, existe un ndmero & tal que |H(s, 1)—

0 S, S 1

Figura 2.3.14. La subdivisién para la demostracion del teorema de deformacion.

H(s’, ")l < p, siempre que la distancia ((s, 1), (s, ') = V(s —s')2 + (t — )2 < &. Si
escogemos puntos intermedios igualmente espaciados, para partir [0, 1] X [0, 1] en
cuadrados pequefios con lados de longitud 1/n, la diagonal de cada subcuadrado
tendrd una longitud menor que & si n > V2 /8. Si R,; es el rectdngulo con esquinas
en (s, |» 4 s (54 L s (5 tj), (s, _1» 2, entonces todo el rectdangulo es transfor-
mado dentro del disco D, = D(H(s,_,, L _ 1); P) €l cual estd contenido en G. Sea l"kj
la curva cerrada descrita por H(R, ) con’la orientacién que se obtiene al orientar R,

en la direccion contraria al sentido de las agujas del reloj. La imagen de cada lado
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de cada uno de los subcuadrados Rk , forma parte de dos de las curvas cerradas ',
pero con direcciones opuestas, excepto por aquellos subcuadrados sobre los lados
exteriores, donde t 0 s es 0 o 1. Note que, de hecho, al juntar estos lados forman las
curvas Y (1) y A (s) discutidas mas arriba. Si sumamos las integrales en torno a
todos los aros I’ " todos los lados que se usan dos veces se cancelan y tan s6lo nos

queda
83 [ sef o[ rf ] s
ji=1 k=1 r A.O ll

kj Y Yo

(véase la figura 2.3.15). Puestio que T'j; es una curva cerrada compietamentie
contenida dentro del disco Dk en el cua] la funcién f es analitica, el teorema de
Cauchy para un disco 1mpllca que cada una de las integrales en la suma del lado iz-
quierdo es 0 y en consecuencia el lado derecho también es 0. Asi

Ll A

0

of o[ | 5
Y Ao Y,

Esto es

A

Hasta este momento las demostraciones para el caso con extremos fijos y el
caso de las curvas cerradas han sido iguales. Ahora divergirian un poco.

i 0

L (CPUNTR 7Y

ry)

Figura 2.3.15. Cancelacién de los lados de los subcuadrados en la demostracion de los
teoremas de deformacion.

Para el caso con extremos fijos, A4(s) = H(s, 0) = z, para toda s; y A,(s) = H(s,
1) = z, para toda s. Ambas son curvas constantes, esto es, puntos sencillos, y asf

Jrhgf= Iy, f=0.
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Para el caso de la curva cerrada, A, y A, son la misma curva:

Ao(s) = H(s, 0) = H(s, 1) = A (s) para toda s

asi que [, /=, f

En cualquier caso, la ecuacién (1) toma la forma [Y f= Jyf, que es exacta-
mente lo que queriamos. 0 '

La demostracién que acabamos de dar no es del todo vdlida. La dificultad
podria parecer ser una sutileza poco interesante, pero es crucial. Se asumié que la
funcién H es continua, pero no se hizo ninguna suposicién acerca de la diferencia-
bilidad. Asi, las curvas y(f) y l’(s) son continuas, pero no tienen porque ser C' por
tramos. Desafortunadamente, toda nuestra teoria sobre integrales de contorno estd
basada en curvas C! por tramos. Asi que las integrales que aparecen mds arriba no
necesariamente tienen sentido. Lo tendrian, y todo seria correcto, si todas las cur-
vas en cuestién fueran C! por tramos. En consecuencia, haremos una definicién y
una suposicién provisionales.

Definicion 2.3.13. Una homotopia H: [0, 1] X [0, 11 = G se llama suave, si las cur-
vas intermedias Y (t), como funciones de t, son C! por tramos para cada s y las curvas
transversales A (s), como funciones de s, son C! por tramos para cada t.

Suposicion provisional. Asimase que las homotopias en el teorema de defor-
macion son suaves,

Con esta suposicion extra, todas las curvas en la demostracién que aparece
mds arriba son C! por tramos, todas las integrales tienen sentido y la demostracién
es vdlida. Cuando se considere esta suposicién adicional, nos referimos al teorema
como teorema de deformacion suave. En el suplemento A de esta seccién se mues-
tra como usar el teorema de deformacion suave para dar una definicién razonable
de la integral de una funcién analitica a lo largo de una curva continua, y cémo ob-
tener el teorema de deformacién sin la suposicion de suavidad, mediante el uso del
teorema de deformacion suave. ll

Teorema de Cauchy

Con el poder del teorema de deformacién, estamos ahora en posibilidad de
establecer una forma bastante general del teorema de Cauchy.

Teorema de Cauchy 2.3.14. Sea f analitica en una region G. Sea 'y una curva cerra-
da en G la cual es homotdpica a un punto en G. Entonces

f=0
Y

Demostracion. La curva y es homotépica en G, a una curva constante A(f) =
Zy para toda 1. En consecuencia [Y f= fl f=0.1



157

SUPLEMENTO A DE LA SECCION 2.3

El material de este suplemento se ha separado de la parte principal de la
seccion, debido a que no ¢s esencial para la comprensién del teorema de Cauchy o
del material de los capitulos posteriores. La primera parte del suplemento propor-
ciona el material que se prometié al principio, en la discusién del teorema de de-
formacién. El teorema de deformaci6n suave se usa para mostrar c6mo la integral
de una funcidn analitica se puede definir a lo largo de una curva que es continua,
pero no necesariamente C' por tramos. Luego, esto y el mismo teorema de defor-
macion suave, s¢ usan para terminar la demostracién del teorema de deformacién.
En el suplemento B se examinard, sin demostracion, la relacién del teorema de -
Cauchy con un resultado geométrico conocido como el teorema de la curva de Jor-
dan, el cual discute lo que entendemos por el interior y exterior de una curva cerrada,
continua y simple.

Integrales a lo largo de curvas continuas

En la demostracién de la versién homotépica o de deformacién del teorema de
Cauchy, hicimos la suposicién provisional que la deformacién era suave en el sentido
que cada curva intermedia Y,(f) = H(s, 1) y cada curva transversal A (s) = H(s, 1), pen-
sadas como curvas trazadas por el punto H(s, r) conforme s o ¢, respectivamente, per-
manece constante, son C! por tramos. Se establecié en aquel momento que esto no es
realmente necesario. Realmente sélo necesitamos suponer que H(s, 1) es una funcién
continua de s y t, de tal manera que Y,(¢) es una curva continua. Por el momento nos
referiremos al teorema con la suposicién C', como el “teorema de deformacién
suave”. La razon principal para esta suposicién fue que nuestra definicién de integra-
les de contorno se basa completamente en curvas C ; por tramos —jdespués de todo
la derivada de la curva aparece explicitamente en la definicién!—. En general, no sa-
bemos lo que realmente es la integral de una funcién a lo largo de una curva que es
continua, pero no C, por tramos. En efecto, una teoria tan general no esti a nuestro
alcance. Sin embargo, la situacién es salvada por el hecho de que no estamos real-
mente interesados en funciones en general, sino tan sélo en funciones analiticas. Esta
suposicion adicional sobre la funcién que se va a integrar, remplaza la disminucién
de la informacién acerca de la curva a lo largo de la cual se va a integrar. El enfoque
que sc tomo aqui para eliminar esta dificultad, puede no ser una de las rutas mds di-
rectas al teorema de deformacién, pero tiene la ventaja de mostrar cémo darle sentido
a la integral de una funcidn analitica a lo largo de una curva continua. Esto tiene tam-
bién la interesante ventaja de usar el teorema de deformacién suave en ¢l proceso de
comprobar que la suposicién sobre suavidad no es realmente necesaria. [Varias de es-
tas ideas son presentadas de un modo mas directo y un tanto diferente, en el articulo
de R. Redhheffer, “The Homotopy Theorems of Function Theory”, American Mathe-
matical Monthly, Vol. 76, 1969, pp. 778-787, y son usadas ahf para hacer varias cosas
interesantes. ]

Supéngase que f'es una funcién analitica en un conjunto abierto Gy que y: [0, 1]
— G es una curva continua (pero no necesariamente C' por tamos) que va de Zpa
z, en G. Queremos encontrar un modo razonable de definir JY J- El bosquejo del
programa es éste:
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(i) Sabemos lo que [xf significa, si A es C! por tramos en G, de z;a z,.
(i) Mostramos que existe al menos una de estas A que estd “cerca de” ¥, usan-
do el lema de la cubierta de una trayectoria (1.4.24).

(iii) Mostraremos que si A, y A, son dos de las curvas que estdn “cerca de” v,
entonces estdn “cerca” una de la otra y usamos el teorema de deformacién
suave para demostrar que J f= }A f

(iv) Debido a (iii), ka es la misma para toda curva A/C! por tramos que esté
“cerca de” y con los mismos extremos y podemos tomar este valor co-
miin, como una razonable definicion de L{'

Para llevar adelante este programa, primero debemos definir “ccrca de”. Para
hacer esto, definimos un tipo de distancia entre dos curvas parametrizadas con el
mismo intervalo para el pardmetro, de tal manera que al recorrer ambas curvas, en
cada valor del pardmetro ¢ registramos la distancia entre los puntos correspondien-
tes de las curvas, y entonces tomamos la mayor de estas distancias. Esto se ilustra

en la figura 2.3.16.

Definicion 2.3.18. Si A: [0, 1] = Cy ¥: [0, 1] - C son curvas parametrizadas en
C, sea dist(A, ¥) = max || A(t) - y(t)| tal que 0 <1 < 1],

Supéngase ahora que G es un conjunto abierto en C y que y: [0, 1] — G es una
curva continua de z; a z, en G. Por el lema de la distancia (1.4.21), existe una dis-
tancia positiva p entre la imagen compacta de Yy el complemento cerrado de G, esto
es, |Y(r) —w| = p para w € C\G, asi que |y(?) — z| < p implica que z estd en G. El le-
ma de la cubierta de una trayectoria (1.4.24), nos da una cubierta de la curva y con
un nimero finito de discos, con centro en los puntos Y(z,), a lo largo de la curva, en
tal forma que cada disco estd contenido en G y cada uno contiene los centros de los
discos anterior y posterior. Los radios de estos discos pueden tomarse igual a p para
el propésito de esta demostracion.

¥(1)

¥0)

Figura 2.3.16. Una “distancia” entre curvas parametrizadas.
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Construimos una curva C! por tramos A en G, haciendo At,) =v(t) parak =0,
I,2,...,nyluego conectando estos puntos por un segmento rectilineo. Mds
precisamente, para f, _, <t < t,, hacemos

=t DAY+ -DA(, )

Al =

=4

Puesto que los ndmeros (¢ — LD/ G-t _ Dy @ —D/ (-t ) son po-
sitivos y suman 1, el punto A(¢) recorre el segmento recilinco de Yt _ ) a
v(z )conforme tvader, ,a t,, como en la figura 2.3.17.

Figura 2.3.17. Una aproximacion suave por tramos, de hecho lineal, a una curva continua.

La funcién A(z) es lineal y, en consecuencia, es una funcién diferenciable en ¢,
entre f, | y t,, asi que A es una trayectoria C' por tramos, de Z, @ z,. Mas aiin, para
cada ¢, los puntos A(r) y y(¢) estdn ambos en el disco Dy, _ s p), por tanto, la
curva A estd en el conjunto G y dist(A, ¥) < 2p. En efecto, ya que A(f) estd sobre la
linca entre los centros, y y(#) estd en ambos discos DCy(s, _ s Py DCy(2)s p)s
tenemos que dist(A, ¥) < p. Puesto que los tres lados del tridngulo mostrado tienen
longitud menor que p, la distancia de A(¢) a A(f) es también menor que p. (Véase la
figura 2.3.18.)

Figura 2.3.18. dist(A, v) < p.
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Esto nos da la existencia de al menos una trayectoria C! por tramos que estd
“cerca de” 7. El paso (iii) del programa es mostrar que las integrales a lo largo de
todas estas trayectorias son iguales. Supéngase que A, y A, son trayectorias C ! por
tramos de z, a z,, tales que dist(Ay, Y) < p y dist(A}, y) < p. Entonces, tanto A, como
A, estdn en G. El teorema de deformacién suave puede ser usado para mostrar que
J’»o f= [M f. La homotopia requerida entre las dos curvas puede construirse siguien-
do la linea recta de A(¢) a A,(#) (véase la figura 2.3.14). Para s y t entre 0y 1, definase

H(s, 1y = sA (1) + (1 - $)Ag (D)

Figura 2.3.19. Homotopia suave de Aj a A,.

La funcién H(s, 1) es una funcién C! por tramos de s y t. Los problemas
pueden ocurrir sélo cuando ¢ =1,, k=0,1,2,...,n,y asi necesitamos Unicamente
verificar que la imagen siempre estd en G. Pero

|H(s, £) — YO = IsA (D) + (1 — 5)Ay(0) — v
=Is [A,(0) = Y(D] + (1 — A, — YO
< sl (1) — Y (O + (1 = )k (1) — YD
<Ssp+(l-s)p=p

Asi, H(s, 1) € D(y(t); p) C Gy, por tanto, se puede aplicar el teorema de de-
formacién suave a Ay y 7\.],. y mostrar que [ Ao f= JM f. Esto completa la! parte (i}i_) del
programa y muestra que tiene sentido definir la integral de una funcidén analitica a
lo largo de una curva continua como sigue.

Definicién 2.3.19. Supdngase que f es analitica en un conjunto abierto G y que Y:
[0, 11 = G es una curva continua en G. Si la distancia de y al complemento de G
es p, sea Jv f= h f, donde A es cualquier curva C' por tramos en G, con los mismos
extremos que Yy la cual estd “cerca de” v, en el sentido que dist(A, ¥) < p.

El teorema de deformacion

Con un poco-de cuidado puede usarse, esencialmente, la misma idea empleada
anteriormente en la demostracién del paso (iii), para obtener el teorema de defor-
macion a partir del teorema de deformacién suave (tanto para extremos fijos como
para curvas cerradas). Si H es una homotopia continua de Y, a Y;, entonces para s cer-
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»

cade s, Y, (1) estd cerca de Y (¢) y asi Y, estd “cerca de” y.. Si escogemos curvas C! por
tramos A y M, suficientemente “cerca de” Y, Y Y.+ respectivamente, entonces A estard
“cerca de” |1, y al moverse por un segmento rectilineo entre A(z) y W(#), obtendremos
una deformacion suave de A a W. (Véase la figura 2.3.20.) El teorema de deformacion
suave dice que Jx f= [p f, asi que la integral sobre vy, es la misma que sobre 7y.. Por
ende, si variamos s de 0 a 1, en pasos suficientemente pequefios de modo que este ar-
gumento se pueda aplicar en cada paso, la integral nunca cambiard y la integral a lo
largo de v, sera la misma que a lo largo de 7,. Que, en efecto, esto puede hacerse en un
numero finito de pasos suficientemente pequefios se debe a que H es una funcién con-
tinua en el cuadrado compacto [0, 1] X [0, 1], por lo que su imagen es un subconjunto
compacto de G y se encuentra a una distancia positiva del complemento cerrado de G.

y — A(f)

X

Figura 2.3.20. Los teoremas de deformacién pueden ser obtenidos del teorema de de-
formacién suave.

SUPLEMENTO B DE LA SECCION 2.3

Relacion del teorema de Cauchy con
el teorema de la curva de Jordan

Entender el teorema de la curva de Jordan no es absolutamente esencial para
entender el teorema de Cauchy o el material de los capitulos subsecuentes. Sin em-
bargo, el teorema de la curva de Jordan estd intimamente relacionado con las hip6-
tesis del teorema de Cauchy, y, por lo tanto, serd considerado brevemente aqui. En
muchos ejemplos pricticos, el resultado del teorema de la curva de Jordan es
geométricamente obvio y, usualmente, puede probarse directamente. El caso gene-
ral del teorema es bastante dificil y no se demostrara aqui.

Teorema de la curva de Jordan 2.3.20. Sea v: [a, b] = C una curva cerrada simple
continua en C. Entonces C\Y([a, b]) puede expresarse como la union ajena de dos
regiones 1y O, tales que | es acotada (esto es, estd en algiin disco suficientemente
grande). La region 1 es llamada el interior de v, y o es llamado el exterior. La re-
gion 1 es simplemente conexa y Y es contraitible a cualquier punto en I U y([a, b]).
La frontera de cada una de las dos regiones es Y([a, b}).
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Ejemplos

La demostracién de este teorema necesita matemadticas mds avanzadas y estd
mds alld de las perspectivas de este libro; véase, por ejemplo, G. T. Whyburn, To-
pological Analysis, Princeton, N.J.: Princeton University Press, 1964.

Asi, el teorema de la curva de Jordan, combinado con el teorema de Cauchy
(2.3.14), conduce a lo siguiente: Si f es analitica en una region A, Yy es una curva cerra-
da simple en A,y el interior de Yy estd en A, entonces ny = 0. Esta es una manera clésica
de enunciar el teorema de Cauchy. Aunque conveniente en la prictica, ésta es tedrica-
mente engafiosa por dos razones: 1) Depende del teorema de la curva de Jordan para
definir el concepto de “interior”, y 2) Se restringe y a ser una curva simple. Las versio-
nes del teorema de Cauchy, enunciadas en los teoremas 2.3.12 y 2.3.14, no dependen
del dificil teorema de la curva de Jordan, son mds generales y son igualmente faciles de
aplicar. Por otra parte, el teorema de la curva de Jordan, nos reafirma que las regiones
que intuitivamente esperamos sean simplemente conexas, lo son en realidad. (Existe
otra forma para describir el interior de una curva cerrada simple usando el indice o el
nimero de giros de una curva; este método serd discutido en la préxima seccién.)

La filosofia general de este texto es que debemos usar nuestra intuicién geométrica
para justificar que una regién dada es simplemente conexa o que dos curvas son homo-
tépicas, pero reconociendo que tal conocimiento se basa en la intuicion y que intentar
ser precisos podria ser tedioso. Por otra parte, debe usarse un argumento preciso siem-
pre que sea posible y préctico (véase, por ejemplo, el argumento que se usé anterior-
mente para ver que una regién convexa es simplemente conexa).

resueltos

2.3.21. Sea A la region acotada por el eje x y la curva 6(6) = Re®, 0 <0 < 7, donde R > 0
Ies fijo. Sea f(z) = e/(2R — z)%. Demuestre que para cualquier curva cerraday en A,
f=0.
Y

Solucién. Obsérvese primero que f deja de ser analitica s6lo cuando z = 2R y, por
tanto, f es analitica en A, ya que 2R estd fuera de A (véase la figura 2.3.21).
Nosotros sostenemos qgue A es simplemente conexa. Que cualesquiera dos puntos en
A pueden ser unidos por un segmento rectilineo en A (esto es, que A es convexa), €s
obvio geométricamente y también es un hecho simple el verificarlo (lo cual debe
hacer el estudiante). Asi, A es simplemente conexa, por el corolario 2.3.11. Por el
teorema de Cauchy. J? f = 0 para cualquier curva cerrada en A.

YA

9
Y
-t

Figura 2.3.21. Regi6n convexa.



2.3.22.

2.3.23.

Figura 2.3.22. Regi6én que no es simplemente conexa.

Figura 2.3.23. Regi6n de analiticidad de £.
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Sea A =z € C| 1 <|z| < 4}. Primero intuitivamente, luego precisamente, demuestre
que A no es simplemente conexa. También demuestre precisamente que los circulos
Izl =2 y |zl = 3, son homotdpicos en A.

Solucion. Intuitivamente, el circulo |z| = 2 no puede ser contraido continuamente a
un punto sin pasar sobre el hoyo en A; esto es, el conjunto {z e Ctal que |z]| £ 1}.
Precisamente, la funcién 1/z es analitica en A, y si A fuera simplemente conexa,
entonces tendriamos [ (1/2)dz = 0, para cualquier curva cerrada en A. Pero si
hacemos y(¢) = 2¢”, 0 <t < 27, entonces obtenemos

2r
dz _ L — - 2ie'* dt = 2ni
Y z 0 2"

En consecuencia, A no es simplemente conexa.

Sean v,(r) = 2e' y Y,(f) = 3e”, las cuales representan a los circulos |z| = 2 y |z] = 3,
respectivamente. Definase H(z, s) = 2¢% + se”, entonces H es una homotopia apro-
piada entre v, y ¥, en A. El efecto de H se ilustra en la figura 2.3.22.

Dendtese por Y al circulo unitario |zl = 1. Sean Y, y Y, dos circulos de radio ‘er y

centros — % y %, respectivamente. Sea A una region que contiene a’y, Y,y Y, ¥

que incluye la region entre estas curvas (véase la figura 2.3.23). Para f analitica en

A, demuestre que
f f= J f+ J f
Y Y Y2 y

B
-
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Figura 2.3.24. Construccion de
fa homotopia de Ya¥.

Ejercicios

Solucion. Tenemos

=_1 1 <t<
()= Tt T e 0<1<2n

) 1
Yg(f)= 7"‘_

4e" 0<t<s2n

Sea ¥ la curva descrita en la figura 2.3.24.

Y4

Es geométricamente claro que Yy es homotépica a ¥ en A. La homotopia exacta puede
obtenerse facilmente por (1) reparametrizando ¥ de modo que tenga el mismo inter-
valo [0, 2x] que ¥; (2) definiendo H(s, 1) = sv(?) + (1 — s)¥(?), y (3) verificando que

el segmento rectilineo que une Y(7) y ¥(r) permanece en A (aun cuando A no es
convexa). Este método se ilustraen la figura 2.3.24. Por el teorema de deformacién,

]7f= [.-;,f. Pero L?fz IY]f+ szf, vaque Y=Y +Y, +7Y,+ (- Yo)> donde Y, denota

el segmento rectilineo que une -;-— con — % Por lo tanto, la afirmacién estd demostra-

da. Compare esta solucién con aquella del ejemplo resuelto 2.2.10, seccién 2.2 y
observe que aqui ¥ no tiene que ser una curva cerrada simple, sino tinicamente cerrada.

. Demuestre que C\|0] no es simplemente conexo.
2. Muestre que todo disco es convexo.

3. Se dice que una regién A tiene forma de estrella con respecto de z, si contiene al seg-
mento recilineo entre cada uno de sus puntos y z,, estoes, siz€ Ay 0 <s <1 implica
que sz, + (1 — 5)z € A. La regi6n tiene forma de estrella, si hay al menos uno de tales
puntos en A. Demuestre que un conjunto en forma de estrella es simplemente conexo.

4. Demuestre que un conjunto A es convexo si y s6lo si tiene forma de estretla con

respecto de cada uno de sus puntos (véase el ejercicio 3).

5. Sea G la regién construida como la unién de dos regiones rectangulares G = {z tal que
Rezl<1yllmzl <3jufztalquelRe zl < 3 y1Im zi< 1]. (Este conjunto se ilustra en la
figura 2.3.25.) Demuestre que G tiene forma de estrella. (Véase el ejercicio 3.)



165

Figura 2.3.25. Una region en forma de estrella convexa.

6. Complete la demostracién de la proposicién 2.2.4.
7. Evalie las siguientes integrales sin realizar cdlculos explicitos.

dz . I { }
a) 7 donde y(r) =cost+2isent, 0 <r<2m. - ‘_ -
Y
&) ] dTZ donde y estd definida como en a).
v I

{
z
) J; erZ, donde 'Y(t) =2+ 8';', 0=<¢t<2m. , \

\ e

b=~ e

f zzd;l’ donde 7y es un circulo de radio 1 centrado en 1.
y 72—

R
8. Evalie fy dz/z donde v es el segmento de recta que une | con .

9. a) Sea Y una curva homotépica al circulo unitario en C\[0}. Evalie Jydz/z.
b) Evallic [, dz/z donde yes la curva y(r) =3 cos t + i 4 sen 1, 0 < 1 < 2m.

10. Evalide lo siguiente:

dz _ dz dz
a)JH:% (1 -2)° b)ﬁ:+ll=é— (1-2)3 2 L—n:% (1—z)3

2.4. FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

Uno de los atractivos de la teoria de funciones de una variable compleja, es que
muchos resultados poderosos pueden hacerse fluir rdpidamente partiendo de alguno
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